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A water beetle finds the surface of a pool a matter of life and death,
a perilous entanglement or an indispensable support.D’Arcy Thomson
- meditând asupra unor chestiuni ce t, in de scară -
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Preambul

Orice teorie nouă despre Natură mai întâi se ghices, te! În acest caz, intuit, ia joacăun rol la fel de important ca dovezile experimentale. La fel se întâmplă s, i cu relat, iafunct, ională prin intermediul căreia se caută grupurile adimensionale relevante.Analiza dimensională este o metodă prin care problemele fizice cu grad ridicat decomplexitate se reduc la o variantă mai simplă, păstrând totodată fizica dominantădin spatele fenomenului. Prin reducerea gradelor de libertate se poate obt, ine ocaracteristică intrinsecă a sistemului studiat, de multe ori cu valent, ă universală încontext fizic general. Nu cunosc un domeniu s, tiint, ific în care analiza dimensionalăsă nu poată fi aplicată, mai ales dacă vorbim de studii exploratorii pentru careecuat, iile de mis, care sau condit, iile la limită nu sunt (încă) bine conturate.Cartea este o variantă concentrată a unui curs introductiv în analiza de scarăs, i vine în sprijinul celor care caută o înt, elegere fundamentală a dinamicii fluidelorprin analiză dimensională sau al celor care caută să dezvolte valent, e creative dinpunct de vedere s, tiint, ific într-o lume dominată de cunos, tint, e procedurale.Rezultatul obt, inut prin analiză dimensională se s, lefuies, te prin experiment, su-gerează o alternativă la solut, ia ecuat, iilor de mis, care (atunci când se poate obt, ine!)s, i reprezintă o aproximare sub formă adimensională a substratului fizic dominant,uneori cu caracter universal! Dacă fizica din spatele fenomenului este identificatăcorect, o ecuat, ie în formă adimensională este invariantă fat, ă de scară, de cinematică,de material, de orgoliu, de aspirat, ii sau de polemici s, i reprezintă o caracteristicăintrinsecă a Naturii, independentă de observator.
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Cinci mărimi fizice cu trei consecint,e

Deplasarea unui corp printr-un mediu fluid implică dezlocuirea acelui fluid s, i implicitun transfer de impuls. Corpul va simt, i acest fenomen ca pe o rezistent, ă la înaintare.Avioanele, păsările, bacteriile, practic orice corp care se deplasează printr-un mediufluid va resimt, i o rezistent, ă la înaintare. Putem estima fort, a pe care va trebui să odezvolte corpul pentru a se deplasa cu viteză constantă prin acel mediu fluid fără acunoas, te mai nimic despre ecuat, iile de mis, care ce guvernează procesul. Iată cum!Să mis, căm un corp solid având dimensiunea caracteristică D cu viteza con-stantă V printr-un mediu fluid cu densitate ρ şi viscozitate η. Interact, iunea din-tre corp s, i fluid va da nas, tere unei fort, e de rezistent, ă la înaintare, FR. Fort, a F ,cu care va trebui să act, ionăm pentru a deplasa corpul cu viteză constantă, va fiegală cu FR. Fără a cunoas, te ecuat, iie de mis, care, putem spune în ce mod depindeaceastă fort, ă de cele patru mărimi fizice care constituie baza fizică a problemei?
Cele cinci mărimi fizice relevante impun ur-mătoarea formă funct, ională (un mod de a scriematematic F depinde de...):

F = f(D, V, ρ, η). (1)
Adevărul este că nu-t, i va spune nimeni care suntmărimile fizice relevante. Se ghicesc! Secretuleste să capet, i experient, ă (prin studiu!) ca să ghices, ti bine.Cele cinci mărimi fizice relevante se reduc la o serie de mărimi fizice fundamen-tale:

[F ] =
kg · ms2 , [D] = m, [V ] =

ms , [ρ] =
kgm3

, [η] =
kgm · s

, (2)
trei la număr: masă, lungime s, i timp (M,L s, i T ). Cinci mărimi relevante, treifundamentale. Diferent, a, 5− 3 = 2, ar trebui să ne spună ceva? Diferent, a ne indicănumărul de grupuri adimensionale care se pot forma cu cele cinci mărimi fizicerelevante. Cele trei mărimi fizice fundamentale identificate (nu întotdeauna vor fi
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trei!) - masă, lungime s, i timp - impun s, i numărul de mărimi fizice necesare pentrua forma cele două grupuri adimensionale. Va trebui să alegem trei mărimi de bazădin cele cinci, însă mărimea fizică pentru care se caută o relat, ie teoretică (explicită)nu se alege printre acestea! Ne rămân patru: D, V, ρ şi η. Putem forma C3
4 = 4variante:

(ρ, V,D), (η, V,D), (ρ, η,D), (ρ, η, V ). (3)
De fiecare dată rămân două mărimi fizice cu care vom forma cele două grupuriadimensionale, grupuri care ne vor dezvălui ce anume influent, ează fort, a F , dar s, icum se modifică aceasta ca urmare a variat, iei mărimilor fizice relevante. Relat, iape care o vom obt, ine va răspunde (s, i) la întrebarea: Dacă viteza fluidului cres, te dedouă ori, de câte ori se modifică fort, a de rezistent, ă la înaintare (egală cu F întrucâtcorpul se deplasează cu viteză constantă)?Să atacăm prima variantă: ρ, V,D ca mărimi de bază. Grupurile adimensionalese determină astfel încât produsele

Π1 = ρaV bDcF s, i Π2 = ρaV bDcη (4)
să fie adimensionale (fără unitate de măsură). Observat, i faptul că mărimile nealeseîn bază, nu au o putere atas, ată. Aici, ne putem folosi de unităt, ile de măsurăimpuse de Sistemul Internat, ional pentru a determina cele trei puteri. Voi detaliaaceastă etapă o singură dată, întrucât s-au scris lucrări ample pe acest subiect(vezi Bibliografie). Celelalte rămân ca exercit, iu pentru cei care se simt suficient demotivat, i.Cele trei mărimi fizice fundamentale identificate anterior (masă, lungime s, i timp)se scriu într-o formă prescurtată (kilogram - M , metru - L, timp - T ). Pentru primulgrup adimensional obt, inem

(
ML−3

)a (
LT−1

)b
Lc
(
MLT−2

)
= M0L0T 0 → a = −1, b = −2, c = −2. (5)

Se repetă procedura pentru toate grupurile adimensionale. Se obt, in
Π1 =

F

ρV 2D2
şi Π2 =

η

ρV D
→ F = ρV 2D2f(1/Re), (6)

unde raportul Re =
ρV D

η
, (7)

defines, te, de regulă, singurul grup adimensional care se t, ine minte, numărulReynolds.
9



Pentru cea de-a doua variantă, η, V,D ca mărimi de bază, vom găsi următoarelegrupurile adimensionale
Π1 =

F

ηV D
s, i Π2 = Re → F = ηV D f(Re). (8)

Obt, inem două relat, ii de calcul, F ∼ ρV 2D2 şi F ∼ ηV D, ambele fundamentaldiferite. Prima ne arată faptul că o dublare a vitezei implică o rezistent, ă de patruori mai mare, în timp ce a doua implică o dublare a rezistent, ei în raport cu viteza.Care este cea corectă? Ambele! Dar nu ambele în aceleas, i condit, ii. Prima relat, ie sefoloses, te atunci când fort, ele de inert, ie (ρV 2D2) sunt mai mari ca fort, ele de frecaredatorate viscozităt, ii (ηV D). Interesant de observat faptul că raportul celor douăexpresii va da numărul Reynolds. Deci, la numere Reynolds mari vom folosi primavariantă, în timp ce la numere Reynolds mici pe cea de-a doua. Vom reveni asupraacestor implicat, ii într-un subcapitol dedicat.Celelalte două variante, (ρ, η,D) s, i (ρ, η, V ), implică o singură dependent, ă,
F =

η2

ρ
f(Re). (9)

De regulă, funct, ia care mediază relat, ia dintre mărimea pentru care se caută oexpresie (aici, F ) s, i expresia obt, inută (η2/ρ) este un polinom sau o lege de tipputere.Să vedem ce ne spune relat, ia obt, inută. Să presupunem cazul particular al unuicorp care se mis, că printr-un fluid astfel încât fort, ele de inert, ie să fie de acelas, iordin de mărime cu fort, ele de frecare vâscoasă, practic Re ∼ 1,
Re =

ρV 2D2

ηV D
∼ 1 → ρV D ∼ η. (10)

Putem separa mărimile fizice care descriu mis, carea corpului de cele care descriufluidul prin care acesta se mis, că,
V D ∼ η

ρ
. (11)

S, tiind că produsul ηV D va da o fort, ă [deja avem experient, ă, dar vezi s, i relat, ia (8)],putem înmult, i relat, ia precedentă cu η pentru a obt, ine
ηV D → F ∼ η2

ρ
. (12)
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Procedura exemplifică mai mult un mod de a gândi decât o procedură propriu-zisă de identificare a unui grup adimensional. Fort, a pe care am obt, inut-o esteindependentă de caracteristicile corpului (viteză de deplasare s, i dimensiune). Lanumere Reynolds unitare, fort, ele de inert, ie sunt de acelas, i ordin de mărime cufort, ele de frecare, iar fort, a cu care va trebui să act, ionăm asupra corpului pentrua-l mis, ca prin acel fluid este independentă de caracteristicile corpului, adică areaceeas, i valoare pentru orice tip de corp!Din punct de vedere practic, analiza dimensională reduce numărul de experi-mente necesar pentru a găsi relat, ia de dependent, ă funct, ională dintre F s, i celepatru mărimi fizice identificate (mai degrabă propuse). Fără analiză dimensionalăvom avea nevoie de câte N experimente pentru fiecare mărime fizică (pe rând, sevariază una dintre ele, iar celelalte se ment, in constante), în total N4 experimente.Cu analiză dimensională nu va trebui să variem decât un singur parametru, în acestcaz Re, deci N experimente! Mai put, ine experimente, mai put, ine costuri, mai multtimp pentru idei!

11



Despre intuit,ie

Un exemplu sugestiv este cel pe care l-am întâlnit mai devreme, atunci când căutamo fort, ă în relat, ia
V D ∼ η

ρ
. (13)

Intuit, ia (provenită dintr-o experient, ă anterioară) ne oferă solut, ia: înmult, ind cu ηputem obt, ine o fort, ă întrucât produsul ηV D este o fort, ă (3πηV D este fort, a derezistent, ă la înaintare Stokes dacă Re ≪ 1).Etapa de identificare a mărimilor fizice relevate este crucială s, i t, ine de intuit, ieatunci când ecuat, iile de mis, care nu sunt cunoscute sau pur s, i simplu sunt prea com-plicate pentru a fi rezolvate. Mărimile fizice relevante sunt în mod direct legate defort, ele dominante (ordin de mărime mai mare fat, ă de cele considerate mai put, in rele-vante).Spre exemplu, des, i gravitat, ia este prezentă indiferentde scara spat, ială investigată, pentru dimensiuni ca-racteristice mici, tensiunea superficială poate avea unrol dominant. Plasat pe o suprafat, ă hidrofobă, un li-chid fie se poate împrăs, tia sub act, iunea gravitat, iei,fie poate forma picături, a căror formă este impusăde valoarea tensiunii superficiale. Dimensiunea ca-racteristică a corpului fluid plasat pe suprafat, ă vadetermina care dintre cele două va avea un efect dominant. Intuit, ia ne spune cădimensiunea caracteristică L ar trebui să fie mică, dar această descriere nu aresens fără o referint, ă.Referint, a se construies, te prin comparat, ie, identificând cele două mărimi fiziceimportante. Prima este gravitat, ia, care, pentru un lichid în repaus, intră sub formaunei presiuni hidrostatice, ρgL - având ca unitate de măsură newton pe metru pătrat(N/m2). Cea de-a doua este tensiunea superficială, γ - având ca unitate de măsurănewton pe metru (N/m). Cele două nu pot fi comparate în această formă, întrucât orelat, ie de tipul
ρgL ∼ γ → [ρgh] ̸= [γ] (14)
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nu este omogenă (unităt, i de măsură diferite). Dar putem ajusta unitatea de măsurăa membrului drept împărt, ind γ prin L pentru a obt, ine N/m2,
ρgL ∼ γ

L
. (15)

Modificarea nu este lipsită de sens fizic întrucât γ/L este presiunea dată de ecuat, iaYoung-Laplace, care descrie saltul de presiune existent la interfat, a de separaredintre două fluide imiscibile. Vom obt, ine o relat, ie pentru lungimea caracteristicăatunci când cele două presiuni au acelas, i ordin de mărime,
ρgL

γ/L
∼ 1 → L ∼ Lc =

√
γ

ρg
. (16)

Lungimea caracteristică obt, inută este referint, a pe care o căutam s, i se numes, te
lungime capilară, o referint, ă dependentă de tensiunea superficială, de densitateafluidului s, i de accelerat, ia gravitat, ională. Pentru dimensiuni caracteristice mai marica lungimea capilară ρgL ≫ γ/L, ceea ce implică un efect dominant al gravitat, ieiasupra corpului fluid (cum este cazul lichidului aflat în recipientul din imagine careopres, te împrăs, tierea acestuia). Pentru dimensiuni caracteristice mici (acum s, tim s, icât de mici: mult mai mici ca lungimea capilară, L ≪

√
γ/ρg) tensiunea superficialăeste dominantă s, i, în acest caz, impune corpului fluid o formă proprie. Pentru apă,la temperatura de 20oC, lungimea capilară este fixată de legile fizicii la valoarea de

2.7 mm (γ = 72mN/m, ρ = 998 kg/m3, g = 9.8 m/s2). De regulă, sub această scarăspat, ială tensiunea superficială are un rol predominant.Să încercăm un exercit, iu de imaginat, ie plecând de la relat, ia obt, inută mai de-vreme pentru lungimea capilară. Ce tensiune superficială ar forma picături de apăavând dimensiunea caracteristică de 10 cm? Folosind relat, ia obt, inută anterior pu-tem estima
γ ∼ ρgL2

c ≈ 98N/m, (17)
de aproximativ 1400 de ori mai mare fat, ă de valoarea reală! Cum tensiunea super-ficială este direct proport, ională cu energia de coeziune a moleculelor care compunlichidul, γ ∝ U , picăturile având dimensiuni de 10 cm se pot forma doar dacă ener-gia de coeziune cres, te cu două ordine de mărime! Cres, terea lungimii capilare dela Lc la αLc se poate realiza dacă la nivel molecular energia de coeziune cres, te dela U la α2U .Intuit, ia se poate construi plecând (s, i) de la unităt, ile de măsură. Cele mai im-portante mărimi fizice sunt exemplificate în continuare.
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Mărime fizică Simbol Unitate de măsură Notat, ie M,L, Tfort, ă F N - kg·m·s−2 MLT−2tensiune superficială γ N/m - kg·s−2 MT−2presiune; efort p;σ N/m2 - kg· m−1·s−2 ML−1T−2viscozitate η Pa·s - kg· m−1·s−1 ML−1T−1densitate ρ kg· m−3 ML−3energie E N·m - kg·m2·s−2 ML2T−2putere P N·m/s - kg·m2·s−3 ML2T−3

Unităt, ile de măsură nu se t, in minte, se deduc. În afară de cele fundamentale(s, apte la număr) celelalte se pot deduce cunoscând sensul lor fizic. Spre exemplu:
• efort, prin definit, ie fort, ă (N) distribuită pe o suprafat, ă (m2) - [σ] = N/m2;
• tensiune superficială via presiune capilară, ∆p ∼ γ/L - [γ] = (N/m2)·m;
• viscozitate via relat, ia constitutivă a fluidelor newtoniene, σ ∼ ηV/L,
[η] = (N/m2)·s;

• energie, F × L - [E] = N·m;
• putere, F × V - [P ] = N·m/s.
• presiune dinamică, ρV 2, via Bernoulli. Cum ρV 2/2+p+ρgz = ct, tot, i termeniiau aceeas, i unitate de măsură, aici N/m2, deci [ρV 2] = N/m2.
Tot legat de intuit, ie (dar s, i de omogenitate), să luăm ca exemplu următoarearelat, ie

h(t) = h0e
−t/τ . (18)

Ce reprezintă τ? În primul rând, [τ ] = s. De ce? Pentru că raportul t/τ trebuie săfie adimensional. De ce? Să luăm dezvoltarea în serie Taylor a funct, iei exponent, iale
ex = 1 +

x

1!
+

x2

2!
+ ...+

xn

n!
+ ... (19)

Aici, x = −t/τ . Dacă x ar avea unitate de măsură, relat, ia obt, inută anterior nu ar fiomogenă (termeni cu aceeas, i unitate de măsură). Din acest motiv, [t/τ ] = [−], iar
[τ ] = s.Pentru a determina semnificat, ia fizică, putem înlocui t cu τ pentru a obţine
h(τ)/h0 = 1/e ≈ 36.7%, ceea ce arată faptul că τ reprezintă timpul în care hajunge la 36.7% din valoarea init, ială h0.
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Un exemplu clasic de intuit, ie prin analiză dimen-sională este cel legat de explozia nucleară Trinity(Taylor, 1950a). Fără a fi cooptat în programul nuclearManhattan, G. I. Taylor a fost întrebat dacă poate es-tima energia eliberată de explozia nucleară, cunos-când doar că aceasta va fi eliberată dintr-un volummic de material radioactiv printr-un front de undă sfe-ric ce se va extinde în direct, ie radială.Taylor a presupus (intuit, ie căpătată în urma studiilor privind dinamica fluidelor) orelat, ie funct, ională de tipul
E = f(R, t, ρ), (20)

în care E,R, t s, i ρ sunt energia eliberată de explozie, raza frontului de undă, tim-pul în care frontul de undă ajunge la raza R s, i densitatea aerului. Prin analizădimensională (dar s, i cu un dram de intuit, ie) Taylor estimează
Et2

ρR5
∼ 1 → E ∼ ρR5

t2
sau E = C ρR5

t2
, (21)

unde C este o constantă care pentru aer este aproximativ 1.03. Taylor apreciază(Taylor, 1950b), în funct, ie de ipoteza simplificatoare impusă, între 16, 8 s, i 23, 7 kt TNTechivalente, comparativ cu valoarea (re)estimată oficial în anul 2021 de aproximativ
24, 8 kt TNT echivalente (Selby et al., 2021). T, inând cont de scara la care s-a desfăs, urat explozia nucleară Trinity, rezultatul obt, inut prin intuit, ie s, i analizădimensională este mai mult decât satisfăcător.Tot intuiv putem aproxima frecvent, a naturală de vibrat, ie ν a unei stele (Longo etal., 2021). Să presupunem un corp astronomic omogen s, i sferic cu diametrul D avânddensitatea ρ. Cu sigurant, ă, la asemenea scări spat, iale, va trebui să includem s, igravitat, ia prin intermediul constantei gravitat, ionale G din legea atract, iei universale.Vom impune următoarea relat, ie funct, ională

ν = f(D, ρ,G). (22)
Prin calcul se obt, ine

ν√
ρG

∼ 1 → ν ∼
√

ρG, (23)
relat, ie care indică faptul că frecvent, a de oscilat, ie nu depinde de mărimea stelei!Pentru a determina grupurile adimensionale, întotdeauna ar trebui să plecăm dela ecuat, iile de mis, care. Chiar s, i atunci când nu o facem explicit, de fapt tot pe ecuat, iine bazăm rat, ionamentul. Spre exemplu, dacă alegem viscozitatea fluidului printre
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mărimile fizice relevante, fără a pleca de la ecuat, ia Navier-Stokes, în realitatene folosim de faptul că această mărime fizică este deja definită! Viscozitatea seintroduce printr-o relat, ie constitutivă a fluidului (practic, mediază o relat, ie întrecauză s, i efect), relat, ie care se foloses, te împreună cu ecuat, iile de mis, care pentru adetermina, spre exemplu, distribut, ia de viteză într-un fluid.Să luăm acum un caz unde intuit, ia ne poate îns, ela, cel put, in la început.Impactul unei picături sferice de diametru D, având viteza V , cu o suprafat, ăhidrofobă va duce la o deformat, ie a picăturii, care se va aplatiza până la un diametrumaxim DM .Picătura are o densitate ρ s, i o tensiune su-perficială γ. Vom considera un fluid ideal s, i oviteză de impact suficient de mare cât să pro-ducă o deformat, ie în urma impactului, dar su-ficient de mică pentru a-s, i păstra integritateapostimpact. Putem deduce, prin analiză dimen-sională, o relat, ie pentru diametrul maxim. Vomconsidera următoarea relat, ie funct, ională
DM = f(ρ, V,D, γ). (24)

Cinci mărimi fizice, trei fundamentale, două grupuri adimensionale! Le vom formaalegând trei mărimi de bază, spre exemplu ρ, V s, i D. Vom obt, ine
Π1 = ρaV bDcDM =

DM

D
, (25)

întrucât avem două mărimi fizice cu aceeas, i unitate de măsură, raportul lor fiindgrupul adimensional căutat, s, i
Π2 = ρaV bDcγ =

γ

ρV 2D
=

1We , (26)
unde We reprezintă numărul Weber. Obt, inem

DM = Df(1/We). (27)
Funct, ia care leagă cele două grupuri adimensionale poate fi obt, inută prin experi-ment. Dar o putem estima prin intuit, ie. Putem presupune faptul că energia cineticăa picăturii, ρD3V 2, se transformă în energie de suprafat, ă, γD2

M , asociată tensiu-nii superficiale (impactul măres, te suprafat, a picăturii). În aceste condit, ii, neglijând
16



energia de suprafat, ă de la marginea picăturii putem scrie
ρD3V 2 ∼ γD2

M , (28)
relat, ie care implică

DM ∼ DWe1/2. (29)
Experimente arată însă o variat, ie a diametrului maxim adimensional cu We1/4, ceeace implică faptul că intuit, ia noastră nu este conformă cu realitatea. Putem totus, irafina acest model (Clanet et al., 2004). Vom considera ecuat, ia de mis, care Euler, încare termenul asociat accelerat, iei locale este echilibrat de gradientul de presiunecare va tinde să readucă picătura la formă sferică. Să presupunem că la atingereadiametrului maxim, picătura atinge o înălt, ime egală cu δ. Din ecuat, ia Euler,

ρ
∂v

∂t
∼ −∇p, (30)

putem intui
ρ
V

t
∼ pc

δ
, (31)

unde pc = γ/δ este presiunea capilară care tinde să readucă picătura la formăsferică, iar t ∼ D/V . Pentru un fluid incompresibil, conservarea masei implică
ρ
πD3

6
≈ ρ

πD2
M

4
δ. (32)

Cele două relat, ii obt, inute anterior implică
ρV 2

D
∼ γ

δ2
→ DM

D
∼ We1/4, (33)

practic relat, ia obt, inută pe cale experimentală.
Se poate obt, ine aceeas, i relat, ie dacă vom cosidera o rută put, in atipică. O pi-cătură plasată pe o suprafat, ă plană se va transforma într-o mică băltoacă de tipcapilar dacă presiunea hidrostatică depăs, es, te presiunea capilară de la margineapicăturii. Pentru acest caz, grosimea δ variază proport, ional cu lungimea capilară,

lc = (γ/ρg)1/2, deoarece
ρgδ ∼ γ

δ
→ δ2 ∼ l2c . (34)

Considerând că picătura este supusă unor accelerat, ii mari ca urmare a impac-tului (de la V la 0 într-un timp proport, ional cu D/V ), putem înlocui accelerat, ia
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gravitat, ională cu V 2/D pentru a obt, ine
δ2 ∼ γD

ρV 2
. (35)

S, tiind că δD2
M ∼ D3 via conservarea masei, vom obt, ine

DM

D
∼ We1/4. (36)

Acest ultim caz este atât un exemplu de intuit, ie, cât s, i de analogie cu un fenomeninterfacial diferit, dar totus, i similar la nivel conceptual.La final, poate ar trebui să definim printr-o secvent, ă intuitivă cele mai importantemărimi fizice pe care le va întâlni orice tânăr cercetător dornic de a rămâne înmemoria colectivă a comunităt, ii s, tiint, ifice.

O altă informat, ie utilă tinerilor dornici de a se afirma în s, tiint, ă este s, i aceasta:comunitatea s, tiint, ifică nu a reus, it până acum să explice valorile constantelor fiziceuniversale (mult mai multe la număr decât cele trei pe care le vom discuta în capitolulurmător).
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Un sistem de măsură impus de Natură

It is possible to set up units forlength, mass, time and temperature,which are independent of specialbodies or substances, necessarilyretaining their meaning for all timesand for all civilizations, includingextraterrestrial and non-humanones, which can be called "natural"units of measure.
Max Planck

Nu legile fizicii au impus kilogramul, metrul sau secunda ca mărimi caracteristice.Aici ne referim la valorile acestora. Cele trei sunt impuse de experient, a specieiumane pe Pământ. Natura nu ar avea de ce să aleagă ca referint, ă temporală partea
1/86 400 dintr-o zi de pe Terra sau ca scară spat, ială un băt, de 1 metru. Naturanu a impus o viteză de deplasare a luminii în vid de 300 000 km/s. Legile fizicii nespun doar că aceasta este o constantă, valoarea ei fiind o consecint, ă a sistemuluide unităt, i de măsură. Schimbi sistemul de măsură, se schimbă s, i valoarea. Dardacă am reconsidera viteza luminii într-un alt sistem de unităt, i?

Valorile celor trei mărimi fizice fundamentale (masă, lungime s, i timp) pot fi regân-dite plecând de la trei constante universale: c ≈ 300 000 km/s, h̄ ≈ 1, 054×10−34 J ·ss, i G = 6, 674 × 10−11 N · m2/kg2 - viteza luminii, constanta lui Planck redusă s, iconstanta gravitat, ională. Prin analiză dimensională se ajunge la trei relat, ii caredefinesc masa, lungimea s, i timpul Planck:
mP = f(c, h̄, G) → mP =

√
h̄c

G
= 2, 176434(24)× 10−8 kg, (37)

lP = f(c, h̄, G) → lP =

√
h̄G

c3
= 1, 616255(18)× 10−35 m, (38)
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respectiv
tP = f(c, h̄, G) → tP =

√
h̄G

c5
= 5, 391247(60)× 10−44 s. (39)

Continuând cu aceeas, i logică, raportul dintre lungimea s, i timpul Planck ar repre-zenta o viteză Planck, însă nu avem nevoie de o nouă denumire pentru acest raportîntrucât lP/tP = c.Valorile de referint, ă ale sistemului de unităt, i Planck sunt mai put, in dependentede scara temporală sau spat, ială a speciei umane, în consecint, ă au un grad redusde antropocentrism. Întrucât suntem liberi să alegem orice valoare de referint, ă,putem alege o renormalizare a celor trei constante la o valoare egală cu unitatea,
c = h̄ = G = 1. Acest lucru implică o redefinire a kilogramului, a metrului s, ia secundei. Spre exemplu, în Sistemul Internat, ional, kilogramul se defines, te camasa unui litru de apă. Din punct de vedere practic, această valoare de referint, ăeste complet justificată, însă, din punct de vedere fundamental, 1 litru de apă nureprezintă un etalon sau o referint, ă cu valent, ă universală. Prin renormalizare,kilogramul devine independent de experient, a proprie a celui care îl defines, te. Prinnoul kilogram vom înt, elege 2, 176434(24)× 10−8 kg în SI.Pentru a clarifica, să redefinim metrul s, i secunda conform unităt, ilor Planck pen-tru a calcula viteza luminii în acest nou sistem de unităt, i. Vom folosi transformările

lP = 1, 616255(18)× 10−35 m → m =
lP

1, 616255(18)× 10−35
(40)

şi
tP = 5, 391247(60)× 10−44 s → s =

tP
5, 391247(60)× 10−44

. (41)
Vom obt, ine

c = 299 792 458× 5, 391247(60)× 10−44

1, 616255(18)× 10−35

lP
tP

= 1
lP
tP

. (42)
În mod analog se obt, in s, i celelalte două constante universale.Sistemul Internat, ional nu foloses, te aceste valori de referint, ă, ci se bazează pes, apte mărimi fizice fundamentale, s, apte valori de referint, ă extrase din experient, acurentă a speciei umane: metru (1/10mil. din distant, a de la Ecuator la Polul Nord),
secundă (1/86 400 dintr-o zi), kilogram (masa unui litru de apă), kelvin (explicat, iaimplică prea multe scări de temperatură s, i experient, e pentru a-l defini rapid), amper(prea complicat), mol (cantitate ce cont, ine acelas, i număr de particule elementarecâte se regăsesc în 12 g de carbon 12) s, i candela (din nou prea complicat).În dinamica fluidelor, cel mai des întâlnite sunt primele trei s, i câteodată kelvinul.Le vom folosi în mod repetat pentru a căpăta ... intuit, ie.
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Grupuri adimensionale în mecanica
fluidelor

Fort,e, eforturi sau act, iuni ca ordin de mărime

Înainte de a folosi analiza dimensională pentru a rezolva o problemă fizică fun-damentală sau de ordin practic, poate ar fi indicat să mai căpătăm intuit, ie. Deaceastă dată vom evalua cele mai importante fort, e, eforturi sau act, iuni la caresunt supuse fluidele. Vom începe cu ecuat, ia de mis, care a fluidelor incompresibiles, i newtoniene, ecuat, ia Navier-Stokes. Forma locală (valabilă în fiecare punct aldomeniului fluid aflat sub observat, ie) este
ρ

[
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

]
= ρg −∇p+ η∇2v. (43)

La prima vedere pare complicată. În esent, ă, nu este. Primul lucru pe care ar trebuisă îl facem, dacă nu cunoas, tem (deloc) ecuat, ia, este să evaluăm unitatea de măsurăa fiecărui termen. Cel mai simplu termen de evaluat este ∇p (derivata presiunii înraport cu spat, iul), de unde deducem că unitatea de măsură este pascal pe metru.Deci fiecare termen ar reprezenta o fort, ă pe unitatea de volum (de unde s, i afirmat, iaprecedentă prin care am subliniat că ecuat, ia este valabilă local). Dacă înmult, im(fictiv) ecuat, ia cu un volum, în membrul stâng vom obt, ine produsul dintre masă s, iaccelerat, ie, iar în membrul drept o sumă de fort, e: de greutate, de presiune s, i fort, ede frecare datorate viscozităt, ii fluidului (o formă a legii lui Newton).Derivatele denotă faptul că viteza s, i presiunea variază în spat, iu s, i timp. Vomignora acest aspect evaluând ca ordin de mărime fiecare membru considerând valoride referint, ă pentru cele două (de fapt, patru vx, vy, vz s, i p) necunoscute, dar s, ipentru variabilele de care depind acestea, spat, iu s, i timp. Vom impune o vitezăcaracteristică a curgerii (spre exemplu, viteza medie) V , o presiune caracteristică p0,o scară spat, ială caracteristică L s, i o scară temporală T . Pentru a obt, ine fort, e, vomevalua fiecare membru al ecuat, iei precedente prin înmult, ire cu volumul infinitezimal
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dV = dx dy dz. Vom obt, ine cinci fort, e caracteristice:• o fort, ă nestat, ionară,
ρ
∂v

∂t
dV ∼ ρ

V

T
L3 = Fns, (44)

• o fort, ă de inert, ie,
ρ(v · ∇)v dV ∼ ρ

V 2

L
L3 ∼ ρV 2L2 = Fi, (45)

• o fort, ă de greutate,
ρg dV ∼ ρgL3 = Fg, (46)

• o fort, ă de presiune,
∇p dV ∼ p0

L
L3 ∼ p0L

2 = Fp, (47)
• s, i o fort, ă de frecare vâscoasă,

η∇2v dV ∼ η
V

L2
L3 ∼ ηV L = Ff . (48)

Fort, ele de inert, ie s, i de frecare vâscoasă ne sunt cunoscute, le-am determinat înprimul capitol prin analiză dimensională (fără a cunoas, te ecuat, ia de mis, care!). Nevor fi de folos în a determina principalele grupuri adimensionale.Evaluarea eforturilor tangent, iale de natură vâscoasă (ca ordin de mărime) pleacăde la relat, ia constitutivă a fluidelor newtoniene, o relat, ie de directă proport, io-nalitate între efortul tangent, ial s, i viteza de deformat, ie specifică (dependentă degradientul de viteză). Pentru o mis, care de forfecare simplă în direct, ia axei Ox,efortul tangent, ial va fi
σyx = η

dvx
dy

∼ η
V

L
. (49)

Un alt tip de efort important este cel care defines, te saltul de presiune de la interfat, ade separare a două fluide imiscibile (numit s, i presiune capilară). În repaus, aceastădiferent, ă de presiune este descrisă de ecuat, ia Young-Laplace,
∆p = γ

(
1

R1

+
1

R2

)
, (50)

în care R1,2 sunt cele două raze de curbură ale interfet, ei. Considerând L ca ordinde mărime caracteristic al celor două raze de curbură (spre exemplu, L poate fi alesca medie a celor două - vezi curbura medie), ordinul de mărime al presiunii capilareva fi
∆p ∼ γ/L. (51)
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Regula este simplă, se înlocuiesc toate mărimile fizice cu câte un corespondentcaracteristic, iar derivatele devin rapoarte. Scările caracteristice, spat, iale sau tem-porale, indică fort, ele dominante, ceea ce face problema init, ială put, in mai simplă.Arta modelării matematice a unui fenomen fizic nu stă neapărat în a include toatefort, ele care act, ionează asupra unui domeniu fluid, ci de a intui pe care le putemignora.

Scări spat, iale s, i temporale caracteristice

Lungimea capilară definită anterior este o astfel de scară; o scară spat, ială carac-teristică, mai exact. Dacă vom compara presiunea hidrostatică (sau fort, ele masice)cu presiunea capilară (sau fort, ele de tensiune superficială),
ρgL3 ∼ γL → ρgL2

γ
∼ 1 → L ∼

√
γ

ρg
, (52)

vom găsi o referint, ă care ne indică faptul că, pentru dimensiuni caracteristice multmai mici comparativ cu lungimea capilară, fort, ele masice se pot neglija. Pentrua nu complica lucrurile încă de la început, am ignorat faptul că un corp imersatîntr-un fluid va simt, i o fort, ă arhimedică proport, ională cu volumul de fluid dezlocuit.Din acest motiv, lungimea capilară lc se defines, te considerând fort, ele masice reduse
∆ρgL3 (reduse de fort, a arhimedică) unde ∆ρ este diferent, a de densitate dintre corp(fluid sau nu) s, i mediul extern fluid,

lc =

√
γ

∆ρg
. (53)

Modificarea are implicat, ii majore! Să luăm o picătură de apă imersată într-unalt lichid imiscibil. Cum o diferent, ă mică de densitate implică o lungime capilarămai mare, acest fapt implică o extindere a scării spat, iale caracteristice fenomenelorinterfaciale (în aer aceasta este fixată la 2.7 mm). Pentru o diferent, ă de densitatece tinde către zero, ∆ρ → 0, efectele câmpului gravitat, ional sunt eliminate, lc → ∞,ceea ce implică posibilitatea desfăs, urării unor experimente pe Terra echivalente(într-o oarecare măsură) celor efectuate în spat, iu, departe de influent, a câmpuluigravitat, ional.Fenomenele dominate de tensiune superficială ne oferă alte două exemple pri-vind scara caracteristică a unui fenomen fizic, de această dată o scară temporală.Să considerăm un corp fluid aflat sub act, iunea fort, elor de tensiune superficială. Să
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presupunem că acesta se opune (doar!) prin inert, ie,
Fγ ∼ Fi → γL ∼ ρV 2L2. (54)

Vom introduce un timp tR caracteristic regimurilor inert, ial-capilare. Vom obt, ine
γL ∼ ρ

L4

t2R
→ tR =

√
ρL3

γ
, (55)

numit s, i timp Rayleigh.Să presupunem acum că fluidul se opune prin frecare vâscoasă, în consecint, ă
Fγ ∼ Ff → γL ∼ ηV L → γ ∼ η

L

tv
→ tv =

ηL

γ
, (56)

numit s, i timp visco-capilar.Putem construi o scară temporală atipică dacă în relat, ia precedentă înlocuimscara spat, ială caracteristică L cu lungimea capilară,
t =

ηlc
γ

→ t =
η

√
ρgγ

. (57)
Obt, inem un timp caracteristic ce cont, ine, pe lângă cele trei proprietăt, i importanteale fluidelor, s, i accelerat, ia gravitat, ională! Această scară temporală este caracteris-tică fenomenelor pentru care fort, ele masice, de tensiune superficială s, i de frecarevâscoasă sunt dominante.Pentru o curgere pulsatorie a sângelui prin sistemul circulator, scara temporalăcaracteristică este impusă de frecvent, a cardiacă. Pentru curgerea unui fluid înjurul unui cilindru, cu desprindere de vârtejuri în siajul cilindrului, scara temporalăcaracteristică este impusă de frecvent, a de desprindere a vârtejurilor.Pentru o conductă circulară aflată sub presiune, prin care curge un lichid, scaraspat, ială caracteristică este diametrul acesteia. Dar dacă sect, iunea transversală aconductei nu este circulară? Ce dimensiune caracteristică se poate alege? Pentruastfel de cazuri se defines, te diametrul hidraulic,

Dh =
4A

P
, (58)

unde A s, i P sunt aria s, i perimetrul udat al sect, iunii transversale. Relat, ia dedefinit, ie este concepută astfel încât diametrul hidraulic să coincidă cu diametrulunei conducte cu sect, iune circulară.
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Pentru o simulare numerică (pe scurt, o rezolvare a ecuat, iilor de mis, care înlocu-ind derivatele cu diferent, e finite) alegerea unei discretizări ∆x a domeniului fluid(scara spat, ială caracteristică a simulării) s, i a unui pas de timp ∆t (scara temporalăcaracteristică a simulării) sunt esent, iale. De regulă, se urmăres, te evolut, ia unui grupadimensional numit numărul Courant,
C = V∆t/∆x, (59)

unde V este o viteză caracteristică a curgerii ce se dores, te a fi simulată. NumărulCourant indică măsura în care informat, ia se propagă (V ) de-a lungul celulei dediscretizare ∆x în unitatea de timp ∆t. Dacă C > 1, informat, ia se propagă prin maimult de o celulă în timpul ∆t, ceea ce poate conduce la rezultate numerice nefizice.Un alt exemplu de scară temporală frecvent utilizată este
T ∼ ρL2/η, (60)

care poate fi construită plecând de la o variantă a ecuat, iei de mis, care, anume
∂(ρv)

∂t
∼ η

ρ
∇2(ρv), (61)

care, în esent, ă, este o ecuat, ie de difuzie a densităt, ii de impuls (mv este impulsul, ρveste densitatea de impuls; se împarte impulsul la unitatea de volum). Evaluând caordin de mărime fiecare termen, obt, inem scara temporală caracteristică, un indicatoral timpului necesar pentru ca impulsul fluidului aflat în mis, care să difuzeze pe odistant, ă egală cu L.
Un număr adimensional de t, inut minte

Cel mai important grup adimensional întâlnit în studiile privind curgerea fluidelor seconstruies, te raportând fort, ele de inert, ie la fort, ele de frecare vâscoasă. Vom obt, inenumărul Reynolds, Re =
Fi

Ff

=
ρV 2L2

ηV L
=

ρV L

η
. (62)

Introdus init, ial pentru a indica regimul de curgere (laminar sau turbulent), acestnumăr este cel mai utilizat grup adimensional din mecanica fluidelor. Un caz limităextrem de interesant este cel al viet, uitoarelor de dimensiuni mici, deci Re ≪ 1,unde eforturile tangent, iale de origine vâscoasă ale fluidului prin care acestea semis, că sunt dominante, iar mis, carea simetrică, de fapt, te t, ine în loc. Pentru cazul
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curgerilor în conducte circulare drepte, valoarea de prag, care delimitează curgerealaminară de cea turbulentă, este Re ≈ 2300. De ment, ionat faptul că, în condit, ii delaborator, prin tehnici speciale de laminarizare a curgerii, regimul laminar poate fiextins cu mult peste această valoare de referint, ă.
Lista unor numere adimensionale care se uită

Vom expune această listă plecând de la cele s, ase tipuri de fort, e identificate anterior:
Fns = ρV νL3 , Fi = ρV 2L2, Fg = ρgL3, Fp = p0L

2, Ff = ηV L şi Fγ = γL, (63)
unde scara temporală T este înlocuită cu ν = 1/T . În primul rând va trebui săstabilim dacă tensiunea superficială este importantă pentru fenomenul aflat sub lupacercetătorului. Vom raporta fort, ele de greutate la fort, ele de tensiune superficialăpentru a obt, ine numărul Bond (din punct de vedere istoric init, ial Eötvös - veziGeorgescu (2004)), Bo =

Fg

Fγ

=
ρgL2

γ
. (64)

Dacă numărul Bo ≫ 1, fort, ele de tensiune superficială pot fi neglijate. Putem obt, ineurmătoarele grupuri adimensionale în raport cu fort, ele de inert, ie:
• numărul Strouhal, folosit pentru a descrie curgeri nepermanente,

St = Fns

Fi

=
νL

V
, (65)

• numărul Froude, folosit pentru a studia curgeri cu suprafat, ă liberă,
Fr = Fi

Fg

=
V 2

gL
, (66)

• numărul Euler, folosit pentru a studia cavitat, ia sau curgerile compresibile,
Eu =

Fp

Fi

=
p0
ρV 2

, (67)
• numărul Reynolds, folosit pentru a descrie regimul de curgere,

Re =
Fi

Fi

=
ρV L

η
. (68)
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Interpretarea sau situat, iile în care acestea se pot folosi sunt dependente decontextul problemei de ordin fizic. Dacă numărul Bo ≪ 1, putem neglija fort, elemasice. Putem obt, ine următoarele grupuri adimensionale în raport cu fort, ele detensiune superficială:
• dacă Re > 1, vom considera fort, ele de inert, ie s, i vom obt, ine numărul Weber,folosit pentru a descrie tranzit, ia de la picături la jeturi sau impactul picăturilorcu suprafet, e solide, We =

Fi

Fγ

=
ρV 2L

γ
, (69)

• dacă Re < 1, vom considera fort, ele de frecare s, i vom obt, ine numărul capilarităt, ii,folosit pentru a descrie instabilitatea straturilor subt, iri vâscoase,
Ca =

Ff

Fγ

=
ηV

γ
, (70)

Se observă faptul că Re = We/Ca.Cu except, ia numărului Bond, toate celelalte sunt dependente de cinematică. Pu-tem construi un alt grup adimensional, independent de cinematică, dacă vom raportatimpul vâscos-capilar s, i timpul inert, ial-capilar. Vom obt, ine numărul Ohnesorge
Oh =

tv
tr

=
ηL/γ√
ρL3/γ

=
η√
ργL

. (71)
Numărul precedent mai este cunoscut s, i ca numărul Laplace, dar sub o altă formă,

La =
1Oh2 =

ργL

η2
=

ρ(γ/η)L

η
, (72)

care este de fapt un număr Reynolds al capilarităt, ii dacă t, inem cont de faptul că
[γ/η] = m/s.Cele nouă grupuri adimensionale sunt cele mai întâlnite numere adimensionaleîn mecanica fluidelor. Însă, geometria curgerii sau variat, ia proprietăt, ilor de materialimpun o serie de numere adimensionale specifice. Vom enumera o serie de grupuriadimensionale rar întâlnite chiar s, i de către specialis, ti.

• Numărul Arhimede, raportul dintre fort, a de greutate redusă (redusă de fort, aarhimedică) s, i fort, a necesară pentru a deplasa un corp la un număr Reynoldsegal cu unitatea, Ar = (ρc − ρ)gL3

η2/ρ
, (73)

unde ρc este densitatea corpului solid imersat.
27



• Numărul Atwood, raportul dintre diferent, a s, i suma densităt, ilor asociate cur-gerilor stratificate instabile,
At = ρ1 − ρ2

ρ1 + ρ2
. (74)

• Numărul Bingham, raportul dintre efortul asociat pragului de curgere σ0 (subcare un fluid nenewtonian cu prag de curgere nu se mis, că) s, i efortul tangent, ialde frecare Bm =
σ0

ηV/L
=

σ0L

ηV
. (75)

• Numărul Dean, care caracterizează curgerea prin conducte curbe
Dn = Re( d

2R

)1/2

, (76)
unde R este raza de curbură a conductei ce cuantifică deviat, ia conductei dela o linie dreaptă.

• Numărul Rossby, raportul dintre fort, ele de inert, ie s, i fort, ele Coriolis în cazulcurgerilor geofizice de la nivel planetar,
Ro =

|ρ(v · ∇)v|
|2ρΩ× v|

=
V

2LΩ sinϕ
, (77)

unde Ω este viteza unghiulară asociată rotat, iei planetare, iar ϕ este latitudi-nea. Tot aici, se poate defini un grup adimensional care compară fort, ele defrecare asociate viscozităt, ii cu fort, ele Coriolis. Se introduce numărul Ekman
Ek =

RoRe =
η

2ρL2Ω sinϕ
. (78)

• Numărul Morton (un număr foarte complicat, de altfel), folosit pentru a carac-teriza forma picăturilor care se deplasează printr-un alt mediu fluid imiscibil
Mo =

We3

FrRe4
=

∆ρgη4e
ρ2eγ

3
, (79)

unde ηe s, i ρe sunt viscozitatea s, i densitatea fluidului exterior picăturii.
• Numărul Taylor, folosit pentru a caracteriza instabilitatea Taylor-Couette afluidului care curge ca urmare a deplasării relative a doi cilindri concentrici,
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având razele R1 s, i R2,
Ta =

ρ2Ω2R1(R2 −R1)
3

η2
, (80)

unde Ω este viteza unghiulară.
• Numărul Trouton, raportul dintre viscozitatea unui fluid într-o mis, care purăuniaxială s, i viscozitatea definită pentru o mis, care de forfecare simplă,

Tr = ηE
η
. (81)

Pentru un fluid newtonian Tr = 3.
Vom afla (s, i uita) s, i de alte grupuri adimensionale pe măsură ce parcurgem acestmaterial, grupuri pe care le vom introduce atunci când vom încerca să răspundemla anumite probleme de ordin fizic.
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O serie de întrebări cu răspuns prin
analiză dimensională

Răspunsuri clasice în mecanica fluidelor

Fort,e de rezistent,ă la înaintare

Ce fort, ă de rezistent, ă la înaintare întâmpină un corp cu dimensiunea caracteristică
D care se deplasează cu viteză constantă V printr-un mediu fluid?Intuim o relat, ie funct, ională de tipul

FR = f(V,D, ρ, η). (82)
Putem alege ca mărimi de bază densitatea, viteza s, i diametrul. Vom obt, ine douăgrupuri adimensionale, anume

Π1 = ρaV bDcFR =
FR

ρV 2D2
(83)

s, i
Π2 = ρaV bDcη =

η

ρV D
. (84)

Relat, ia funct, ională va fi
FR

ρV 2D2
= f(1/Re). (85)

De regulă, relat, ia de calcul al fort, ei derezistent, ă la înaintare se pune în următoareaformă
FR = Cd

1

2
ρV 2A, (86)

în care Cd = Cd (Re) este coeficientulde rezistent, ă la înaintare, iar A este ariaproiect, iei corpului pe un plan perpendicular pedirect, ia de deplasare.
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Coeficientul se determină experimental raportând fort, a de rezistent, ă la înaintarela ρV 2A/2. În figura alăturată se prezintă variat, ia acestui coeficient cu numărulReynolds pentru un obiect sferic.
O solut, ie alternativă poate fi obt, inută dacă printre mărimile de bază vom alegeviscozitatea în locul densităt, ii. Vom obt, ine

Π1 = ηaV bDcFR =
FR

ηV D
(87)

s, i
Π2 = ηaV bDcρ =

ρV D

η
. (88)

Relat, ia funct, ională va fi
FR = ηV D f(Re). (89)

Relat, ia obt, inută este folosită pentru numere Re < 1. Pentru o curgere Stokes,Re ≪ 1, ecuat, ia Navier-Stokes poate fi integrată analitic, caz în care f(Re) = 3π.Obt, inem fort, a de rezistent, ă la înaintare Stokes
FR = 3πηV D. (90)

Pentru o curgere Stokes, egalând cele două expresii ale fort, ei de rezistent, ă laînaintare, obt, inem
Cd =

24Re , (91)
valabilă doar dacă Re ≪ 1.

Pentru numere Re < 5, coeficientul de rezistent, ă la înaintare poate fi determinatfolosind relat, ia lui Ossen
Cd =

24Re
(
1 +

3

16
Re) . (92)

Problema se modifică dacă vom considera o picătură de lichid care se deplaseazăprintr-un alt mediu fluid. Dacă cele două fluide sunt imiscibile s, i prezintă un raportde densitate mare, fort, a de rezistent, ă la înaintare va depinde s, i de viscozitateapicăturii ηp,
FR = f(V,D, ρ, η, ηp). (93)

Relat, ia funct, ională include s, ase mărimi fizice care se reduc la trei mărimi fundamen-tale. Vom obt, ine trei grupuri adimensionale, anume
FR

ρV 2D2
= f (Re, β) → FR = Cd (Re, β) 1

2
ρV 2A, (94)
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unde β = ηp/η este raportul de viscozitate. În condit, ii de curgere Stokes
Cd =

8Re
(
3β + 2

β + 1

)
, (95)

relat, ie care se reduce la 24/Re pentru un corp solid aflat într-un lichid (β → ∞),ceea ce implică
FR = 3πηV D. (96)

Pentru o bulă de gaz într-un lichid (β → 0) Cd = 16/Re, ceea ce implică
FR = 2πηV D. (97)

Cele două rezultate obt, inute diferă doar prin coeficientul numeric, dar nu cu mult(3π ≈ 9.4 versus 2π ≈ 6.2). Des, i cele două corpuri sferice sunt diferite (unul estesolid, celălalt gazos), la numere Reynolds mici, dinamica lor este asemănătoare,
FR ∼ ηV D, relat, ie care poate fi găsită prin analiză dimensională dacă se intuies, tefaptul că eforturile de natură vâscoasă domină dinamica asociată curgerii.
Relat, ia Hagen-Poiseuille

Relat, ia Hagen-Poiseuille este una dintre cele mai cunoscute relat, ii din mecanicafluidelor, prin care se poate determina debitul de fluid tranzitat printr-o conductăcirculară în condit, ii de curgere permamentă (fără variat, ii în timp) s, i regim laminar.Intuim un gradient de presiune constant pe o sect, iune de lungime L a unei conductecu diametrul 2R. Vom presupune două relat, ii funct, ionale
Q = f

(
∆p

L
, ρ,R

) s, i Q = f

(
∆p

L
, η,R

)
. (98)

Fiecare relat, ie cont, ine câte patru mărimi fizice care se reduc la trei mărimi fun-damentale, deci vom obt, ine câte un singur grup adimensional pentru fiecare relat, ie.Determinarea grupurilor adimensionale respectă procedura pe care am amintit-oanterior, însă ne putem folosi de intuit, ie pentru a scăpa de calcul.Putem pleca de la gradientul de presiune ∆p/L. S, tim că prin înmult, ire cu R,ne mai rămâne să împărt, im la o presiune pentru a forma grupul adimensional. Cum
ρV 2 este o presiune, iar V ∼ Q/R2, grupul adimensional va fi

Π =
∆p

L

R

ρ(Q/R2)2
=

∆pR5

ρLQ2
∼ 1 → Q ∼

√
∆pR5

ρL
. (99)
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Cea de-a doua variantă se construies, te în mod similar, de această dată folosindordinul de mărime al eforturilor tangent, iale de natură vâscoasă, ηV/R. Vom obt, ine
Π =

∆p

L

R

η(Q/R2)/R
=

∆pR4

ηQL
∼ 1 → Q ∼ ∆pR4

ηL
. (100)

Care dintre cele două este varianta corectă? Pentru a răspunde la această întrebareva trebui să aducem în discut, ie s, i ecuat, ia de mis, care. În condit, iile ment, ionateanterior, pentru o curgere în direct, ia axei Oz, curgerea este descrisă de ecuat, ia
1

η

dp

dz
=

1

r

d

dr

(
r
dvz
dr

)
. (101)

Evaluând ca ordin de mărime fiecare termen, obt, inem
1

η

∆p

L
∼ V

R2
→ V ∼ ∆pR2

ηL
→ Q ∼ ∆pR4

ηL
. (102)

Solut, ia exactă,
Q =

π∆pR4

8ηL
, (103)

se obt, ine prin integrarea ecuat, iei de mis, care.
Pierderi de presiune

Vom încerca să estimăm prin analiză dimensională pierderile de presiune ∆p pro-vocate de viscozitatea fluidelor la curgerea acestora printr-o conductă de lungime
L s, i diametru D. Init, ial, vom aborda curgerea laminară a unui fluid cu densitate ρs, i viscozitate η, astfel încât vom propune următoarea relat, ie funct, ională

∆p

L
= f(D, V, ρ, η). (104)

Alegem ρ, V s, i D ca mărimi de bază. Vom obt, ine
Π1 = ρaV bDc∆p

L
(105)

s, i
Π2 = ρaV bDcη. (106)

Vom găsi următoarea relat, ie între grupurile adimensionale
∆p

L

D

ρV 2
= f(Re). (107)
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Această funct, ie de numărul Reynolds reprezintă coeficientul pierderilor liniare depresiune f s, i joacă un rol central în mecanica fluidelor. Pentru o mis, care laminară
f =

64Re , Re < 2300. (108)
Pentru o mis, care turbulentă se cunoas, te relat, ia lui Blasius

f = 0, 316Re−1/4, 4000 < Re < 105. (109)
Însă, pentru o mis, care turbulentă, relat, ia funct, ională trebuie s, ă cont, ină s, i rugozi-tatea medie ϵ a asperităt, ilor de la peretele conductei - una dintre cauzele acesteiinstabilităt, i hidrodinamice. Vom presupune

∆p

L
= f(D, V, ρ, η, ϵ). (110)

De această dată relat, ia cont, ine s, ase mărimi fizice care se reduc la trei mărimifundamentale. Alegem ρ, V s, i D ca mărimi de bază, vom găsi cele două grupuriidentificate anterior, plus unul format din cele trei de bază s, i ϵ. Cum ϵ şi D auaceeas, i unitate de măsură, raportul lor va fi grupul adimensional căutat. Vom găsiurmătoarea relat, ie
∆p

L

D

ρV 2
= f(Re, ϵ/D). (111)

Se cunosc mai multe relat, ii semiempirice pentru calculul acestui coeficient al pier-derilor de presiune, printre care formula explicită a lui Haaland,
1√
f
= −1, 8 lg[6, 9Re +

(
ϵ/D

3, 7

)1,11
]
. (112)

Până acum, nu se cunosc relat, ii analitice sau empirice în cazul regimului de tranzit, ie,
2300 < Re < 4000.
Aleea de vârtejuri Kármán

Curgerea unui fluid în jurul unui obiect poate fi extrem deofertantă din punct de vedere fenomenologic. Cres, tereavitezei cu care fluidul loves, te corpul duce la o multitudinede regimuri de curgere. Ne vom opri asupra celui maispectaculos, numit aleea de vârtejuri Kármán. În anumitecondit, ii (vom vedea imediat care sunt acestea), zonele cuvorticitate concentrată, care se formează în vecinătatea
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corpului, se vor desprinde s, i vor migra purtate de curentul de fluid. Desprindereavârtejurilor este periodică s, i cres, te odată cu cres, terea vitezei. Cu ce frecvent, ă ν sedesprind aceste vârtejuri? Putem intui o relat, ie funct, ională de tipul
ν = f(ρ, V,D, η). (113)

Alegem ρ, V s, i D ca mărimi de bază, de unde vom obt, ine
Π1 = ρaV bDcν (114)

s, i
Π2 = ρaV bDcη, (115)

ceea ce implică
νD

V
= f(Re) → St = f(Re). (116)

Identificăm două grupuri adimensionale cunoscute, numărul Strouhal s, i numărulReynolds. Semiempiric, se obt, ine următoarea relat, ie
St = 0, 21

(
1− 20Re

)
, 50 < Re < 105. (117)

Desprinderea apare pentru valori ale numărului Reynolds mai mari ca 50. Pentrunumere Reynolds mari, se poate folosi următoarea aproximare,
St ≈ 0, 21 → ν ≈ 0, 21

V

D
. (118)

Cascada energetică turbulentă

Probabil cel mai răsunător succes al analizei dimensionale se poate găsi în turbulent, ă.Conceptul de cascadă energetică turbulentă (transfer de energie de la o scarăspat, ială la alta) se bazează pe ideea de a trata turbulent, a ca o multitudine devârtejuri având un spectru de dimensiuni caracteristice. Unui vârtej de dimensiune
L i se poate asocia o viteză caracteristică V (L) s, i o scară temporală caracteris-tică t(L). Vârtejurile mari pot fi instabile, transformându-se în vârtejuri mai micitransferând energia cinetică pe care o cont, in. Scara la care apare disiparea prinviscozitate a acestei energii este mult mai mică decât scara integrală (cea mai marescară asociată curgerii) s, i se poate determina prin analiză dimensională.În acest sens, ipoteza lui Kolmogorov (obt, inută prin intuit, ie!) este următoarea:într-o curgere turbulentă, pentru numere Reynolds suficient de mari, statistica aso-ciată curgerilor la scări spat, iale mici capătă o formă universal valabilă s, i este în
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totalitate dependentă de viscozitatea cinematică (v = η/ρ) s, i de rata de disiparea energiei turbulente specifice ε. Se pot defini trei scări asociate acestui procesturbulent puternic disipativ: o scară spat, ială lη , o scară temporală tη s, i o scară avitezei Vη , toate trei funct, ii de v şi ε. Cum rata de disipare a energiei turbulentespecifice ε se măsoară în J/(kg·s) - energie pierdută de fiecare kilogram la fiecaresecundă - prin analiză dimensională vom găsi
lη ∼

(
v3

ε

)1/4

, tη ∼
(v
ε

)1/2
, Vη ∼ (vε)1/4. (119)

De observat faptul că numărul Reynolds, calculat cu aceste valori caracteristicepentru regimul disipativ, este întotdeauna egal cu unitatea, Re = VηLη/v = 1, ceeace arată că transferul de energie (efectul de cascadă energetică) se desfăs, oară cătrescări spat, iale din ce în ce mai mici, unde disiparea prin viscozitate domină procesulfizic.
Transferul de la scări spat, iale mari că-tre scara Kolmogorov la care are loc disi-parea prin viscozitate a energiei turbulente,respectă o lege universală, în care energiaspectrală ES (energie pe unitatea de kilo-gram asociată unui vârtej de dimensiuneacaracteristică L - J/(kg·m−1) - sau cu unnumăr de undă asociat de ordin k ∼ 1/L)este o funct, ie exclusiv de rata de disiparea energiei turbulente specifice ε s, i de numărul de undă

ES = f(ε, k) → ES ∼ ε2/3k−5/3. (120)
Aceasta este legea universală a turbulent, ei, numită s, i legea "-5/3", obt, inută în prin-cipal prin intuit, ie s, i analiză dimensională.
Lungime de stabilizare a curgerii

Să considerăm o conductă în care injectăm brusc un fluid cu densitate ρ s, i viscozitate
η. Treptat, distribut, ia (cvasi)uniformă de la intrare se va relaxa către o distribut, ieparabolică dacă regimul de curgere este laminar. Nucleul irotat, ional se va mics, orape măsură ce stratul limită de la peretele conductei se măres, te, o consecint, ă adifuziei efectelor induse de viscozitate.
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Distant, a pe care fluidul o parcurgepână la stabilirea unui regim a căruidistribut, ie de viteză nu mai variază înlungul curgerii (curgere total dezvoltată)se numes, te lungime de stabilizare, Ls.Lungimea de stabilizare va depinde dediametrul conductei, D, de proprietăt, ilede material s, i de viteza cu care fluidulpătrunde în conductă.Putem presupune o relat, ie de tipul
Ls = f(ρ, V,D, η). (121)

Putem alege ρ, V s, i D ca mărimi de bază pentru a obt, ine
Π1 = ρaV bDcLs (122)

s, i
Π2 = ρaV bDcη. (123)

Vom obt, ine o relat, ie de tipul
Ls

D
= f(Re). (124)

Prin experimente se poate identifica dependent, a dintre cele două numere adimen-sionale. Pentru o curgere laminară
Ls

D
≈ 0.06Re, Re < 2300, (125)

iar pentru o curgere turbulentă
Ls

D
≈ 4.4Re1/6, Re > 4000. (126)

Cea mai mare lungime de stabilizare este de 138D s, i se atinge pentru Re = 2300.

Curgeri incompresibile ale fluidelor compresibile

Condit, ia de curgere incompresibilă diferă într-un mod subtil de condit, ia de fluidincompresibil. Dacă vom considera o curgere permanentă unidirecţională în lungul
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axei Ox, a unui fluid ideal, ecuaţia de continuitate va avea următoarea formă
∂ρ

∂t
+ (∇ρ) · v + ρ(∇ · v) = 0 → vx

∂ρ

∂x
+ ρ

∂vx
∂x

= 0. (127)
Curgerea unui fluid compresibil poate fi considerată incompresibilă dacă

vx
∂ρ

∂x
≪ ρ

∂vx
∂x

. (128)
Putem estima derivatele prin diferent, e finite în densitate s, i viteză. Vom obt, ine

vx
∂ρ

∂x
≪ ρ

∂vx
∂x

→ vx
δρ

δx
≪ ρ

δvx
δx

→ δρ

ρ
≪ δvx

vx
. (129)

Din ecuat, ia lui Bernoulli putem estima δp,
p2 − p1 +

ρ

2
(V 2

2 − V 2
1 ) = 0 (130)

unde p2 = p1 + δp, V2 = V1 − δvx, V1 = vx (o cres, tere de presiune duce la o scăderea vitezei). S, tiind că (δvx)
2 ≈ 0, vom obt, ine
δp− ρvxδvx = 0 → δp ≈ ρvxδvx. (131)

Putem introduce viteza sunetului,
c =

√
∂p

∂ρ
≈

√
δp

δρ
. (132)

prin intermediul căreia vom găsi condit, ia de curgere incompresibilă,
v2x
c2

≪ 1 → Ma2 ≪ 1, (133)
unde Ma defines, te numărul Mach, raportul dintre viteza de curgere s, i viteza sune-tului prin acel fluid. Din practică, Ma < 0.3 satisface condit, ia de curgere incompre-sibilă.
Numere adimensionale în reologie

Unele materiale fluide curg mai greu. Unele par să nu curgă deloc, la prima vedereputând fi catalogate drept solide. Dar dacă lupa cercetătorului rămâne suficientde mult timp fixată asupra materialului, va arăta că într-adevăr materialul curge.Din nou avem nevoie de o referint, ă întrucât mult sau put, in nu spune nimic despre
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proces sau material. În acest sens, se defines, te numărul Deborah,
De =

τ

to
, (134)

raportul dintre timpul de relaxare al materialului (o caracteristică a elasticităt, iiacestuia, elasticitate care arată capacitatea de a înmagazina s, i de a elibera ener-gie mecanică) s, i timpul de observat, ie alocat procesului. Spre exemplu, în reologie,numărul De este raportul dintre timpul de relaxare al materialului s, i timpul carac-teristic al procesului de deformat, ie.Se disting două cazuri limită: De ≪ 1 cazul unui fluid, respectiv De ≫ 1 cazulunui solid. Pentru o entitate atemporală, cu un timp de observat, ie infinit, toatefenomenele fizice au un caracter fluid! Acum putem spune că avem s, i o perspectivărelativ filozofică a ceea ce ar putea reprezenta un fluid.Un alt grup adimensional relevant este numărul Weissenberg, raportul dintreeforturile elastice s, i cele de natură vâscoasă,
Wi = τV

L
. (135)

Fenomenele ce se desfăs, oară la scări spat, iale mai mari ca lungimea capilară (deciBo > 1), care implică un fluid cu elasticitate, sunt în general descrise de următoarelemărimi fizice
(η, L, V, ρ, τ). (136)

Putem alege ρ, V s, i L ca mărimi de bază pentru a obt, ine
Π1 = ρaV bLcτ (137)

s, i
Π2 = ρaV bLcη, (138)

ceea ce implică
(η, L, V, ρ, τ) → Wi = τV

L
s, i Re =

ρV L

η
. (139)

Raportul celor două defines, te numărul elasticităt, ii, v. McKinley (2005),
El = WiRe =

τη

ρL2
. (140)

Pentru un fluid nenewtonian, η reprezintă viscozitatea primului platou newtonian.Fenomenele ce se desfăs, oară la scări spat, iale mai mici ca lungimea capilară(Bo < 1), care includ fluide cu comportament reologic complex, implică s, i tensiu-
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nea superficială ca mărime fizică importantă în dinamica curgerilor (spre exemplu,subt, ierea filamentelor vâscoelastice). În cazul fluidelor cu elasticitate pentru careeforturile de natură vâscoasă domină în detrimentul inert, iei, problema se reduce laurmătoarele mărimi fizice relevante
(η, L, V, γ, τ). (141)

Putem alege η, V s, i L ca mărimi de bază pentru a obt, ine
Π1 = ηaV bLcτ (142)

s, i
Π2 = ηaV bLcγ. (143)

ceea ce implică
(η, L, V, γ, τ) → Wi = τV

L
s, i Ca =

ηV

γ
. (144)

Raportul celor două defines, te numărul elastocapilarităt, ii
Ec =

WiCa =
τγ

ηL
. (145)

În cazul fluidelor cu elasticitate pentru care inert, ia domină în detrimentul efor-turilor de natură vâscoasă, problema se reduce la următoarele mărimi fizice
(ρ, L, V, γ, τ). (146)

Putem alege ρ, V s, i L ca mărimi de bază pentru a obt, ine
Π1 = ρaV bLcτ (147)

s, i
Π2 = ρaV bLcγ, (148)

ceea ce implică
(ρ, L, V, γ, τ) → Wi = τV

L
s, i We =

ρV 2L

γ
. (149)

Problema poate fi reformulată prin intermediul raportului celor două grupuriadimensionale identificate anterior
WiWe =

τγ

ρV L2
=

η

ρV L
· τγ
ηL

=
EcRe . (150)
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Convect, ie, conduct, ie, curgere

Aplicat, iile practice ale fenomenelor fizice care includ s, i transfer termic nu se potdescrie fără numere adimensionale. Vom încerca să le introducem pe cele maiimportante.Să considerăm două ecuat, ii, aparent fără legătură, anume
∂(ρv)

∂t
=

η

ρ
∇2(ρv) s, i ∂T

∂t
= α∇2T. (151)

Prima este o aproximare a ecuat, iei Navier-Stokes (care descrie curgerea unui fluid),cea de-a doua este ecuat, ia transferului termic (ecuat, ia căldurii, în care T estetemperatura). Ambele sunt ecuat, ii de difuzie! Ambele au aceeas, i semnificat, ie fizicăla bază întrucât descriu un proces de difuzie. Prima descrie difuzia densităt, ii deimpuls a fluidului, cea de-a doua difuzia căldurii. Coeficientul care mediază cei doitermeni ai ecuat, iei are ca unitate de măsură m2/s, atât η/ρ, cât s, i α (difuzivitateatermică). Raportul celor doi coeficient, i, difuzivitatea impulsului (se mai numes, te s, iviscozitate cinematică) s, i difuzivitatea termică defines, te numărul Prandtl
Pr = η/ρ

α
=

η/ρ

k/(cpρ)
=

ηcp
k

, (152)
unde k este conductivitatea termică, iar cp este căldura specifică la presiune con-stantă. Valori mici ale numărului Prandtl indică o dominant, ă a difuziei termice,efectele termice propagându-se mai rapid comparativ cu cele induse de transferulde impuls.Dacă se dores, te o evaluare a raportului dintre transferul termic total (convect, ieplus conduct, ie) s, i cel care se realizează strict prin conduct, ie, se defines, te numărulNusselt, Nu =

h

k/L
=

hL

k
, (153)

unde h este coeficientul de transfer termic, L este o dimensiune caracteristică, iar
k este conductivitatea termică. Un număr Nu ∼ 1 indică un transfer termic princonduct, ie pură.Numărul Grashof se defines, te ca fiind raportul dintre fort, ele masice ale convect, ieilibere s, i fort, ele de frecare intrinsec asociate fluidului

Gr = ρgL3(β∆T )

η2/ρ
, (154)

unde β∆T indică modul în care variază densitatea fluidului ca urmare a diferent, eide temperatură la care este supus, ρ = ρ0(1− β∆T ).
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Se poate evalua aportul convect, iei libere comparativ cu cel al convect, iei fort, ate(fort, ată de curgere) prin intermediul numărului Richardson,
Ri = GrRe2 . (155)

Dacă Ri ≪ 1 se poate neglija convect, ia liberă, iar dacă Ri ≫ 1 se poate neglijaconvect, ia fort, ată.Putem raporta scara temporală asociată transferului termic prin difuzie la ceaasociată transferului termic prin convect, ie. Scara temporală asociată difuziei peo distant, ă de lungime L este td ∼ L2/α. Scara temporală asociată convect, iei sedetermină s, tiind că fort, ele masice ale convect, iei libere sunt de acelas, i ordin demărime cu fort, ele de frecare Stokes,
∆ρgL3 ∼ ηV L → ∆ρgL3 ∼ η

L

tc
L → tc ∼

η

∆ρgL
. (156)

Raportul celor doi timpi va defini numărul Rayleigh
Ra =

td
tc

=
∆ρgL3

αη
=

ρβ∆TgL3

αη
= Gr Pr. (157)

Numărul Rayleigh este o variantă a numărului Péclet, număr pe care îl vomîntâlni în curând.
Fenomene interfaciale

Lungimea de rupere a jeturilor lichide

Inject, ia apei printr-un orificiu cu raza R maimică decât lungimea capilară va produceun jet lichid care (în anumite condit, ii) seva rupe în picături. Procesul este natural,distant, a fat, ă de injector la care are loc ru-perea jetului definind lungimea de rupere
Lr . Experimentele arată faptul că lungi-mea de rupere este direct proport, ională cuviteza medie V a fluidului injectat. Acestfapt poate fi explicat dacă vom considera lungimea de rupere ca produs între vitezade inject, ie a fluidului s, i timpul necesar unei picături de a se desprinde Tr , care poatefi estimat ca raport între diametrul jetului fluid s, i viteza de retragere a interfet, ei în
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procesul de desprindere, Vr . Putem scrie
Lr ∼ V Tr, Tr ∼

D

Vr

. (158)
Pentru un fluid cu viscozitate scăzută, principalele fort, e care se opun procesului dedetas, are (indus în principal de tensiunea superficială) sunt fort, ele de inert, ie. Putempresupune

ρV 2
r ∼ γ

D
. (159)

Vom obt, ine
L ∼ V

Vr

D → Lr

D
∼

√
ρV 2D

γ
→ Lr

D
∼

√We, (160)
relat, ie care explică variat, ia observată din punct de vedere experimental.

Jeturi lichide se observă atunci când fort, ele convective ale curgerii depăs, escfort, ele de tensiune superficială. Din acest motiv, condit, ia de jet lichid liber este
ρV 2 >

γ

D
→ We > 1, (161)

în caz contrar, picăturile se desprind de injector fără a dezvolta un jet lichid. T, inândcont de regimul de tranzit, ie dintre cele două, condit, ia de jet lichid liber este We > 4.Relat, ia obt, inută anterior explică lungimea de rupere a jeturilor lichide pentru careinteract, iunea dintre jet s, i mediul ambiant este neglijabilă.
Pentru jeturi imersate într-un alt lichid imiscibil, relat, ia funct, ională poate cont, ineurmătoarele mărimi fizice (unde indicele i, e semnifică fluid interior/exterior)

Lr = f(ρi, ρe, ηi, ηe, γ, V,D), (162)
prin intermediul cărora putem obt, ine cinci grupuri adimensionale:

Π1 = ρai V
bDcLr =

Lr

D
, (163)

Π2 = ρai V
bDcηi =

ρiV D

ηi
= Rei, (164)

Π3 = ρai V
bDcηe =

ρiV D

ηe
=

ρiV Dηi
ηiηe

= Reiβ, (165)
unde β = ηi/ηe este raportul de viscozitate,

Π4 = ρai V
bDcγ =

ρiV
2D

γ
= Wei, (166)
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Π5 = ρai V
bDcρe =

ρi
ρe

= ζ, (167)
unde ζ = ρi/ρe este raportul de densitate. Rezultă

Lr

D
= f(Rei,Wei, ζ, β), (168)

în care indicele semnifică fluidul interior, respectiv exterior jetului.
Relat, ii de dispersie s, i unde dominante

O fibră fluidă cilindrică cu diametrul D0 se vatransforma treptat într-o serie de picături carevor reduce aria suprafet, ei de contact al interfet, eide separare dintre aer s, i lichid. Instabilitateaeste de origine capilară s, i se numes, te instabili-tate Rayleigh-Plateau.Putem presupune că lungimea de undă domi-nantă care se dezvoltă în mod natural la interfat, ădepinde de diametrul init, ial al fibrei fluide s, i decele trei proprietăt, i de material, densitate, viscozitate s, i tensiune superficială.Relat, ia funct, ională va fi
λ = f(D0, ρ, η, γ), (169)

ceea ce implică două grupuri adimensionale
Π1 = ρaγbDc

0λ (170)
s, i

Π2 = ρaγbDc
0η. (171)

Vom obt, ine o dependent, ă de numărul Ohnesorge Oh,
λ = f(D0, ρ, η, γ) →

λ

D0

= f

(
η√
ρD0γ

)
→ λ

D0

= f(Oh). (172)
Plecând de la ecuat, iile de mis, care se găses, te o relat, ie similară

λ

πD0

=

√
2 + 3

√
2Oh. (173)

Pentru fluide cu viscozitate redusă, Oh → 0, lungimea de undă dominantă este deaproximativ 1.4 ori mai mare decât circumferint, a fibrei fluide instabile, λ ≈
√
2πD0.
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Frecvent,e naturale de vibrat, ie a picăturilor

Uneori este util să ne gândim la picături ca la mici obiecte carevibrează ca urmare a unor perturbat, ii mecanice induse din exte-rior. Picăturile se vor deforma alungindu-se cu periodicitate la poli,respectiv în planul ecuatorial. Tensiunea superficială va tinde săreaducă picătura la o formă sferică.
Pentru fluide slab vâscoase, inert, ia domină ca fort, ă ce se opunetensiunii superficiale. În acest caz, frecvent, a de vibrat, ie naturală aunei picături va depinde de densitate, tensiune superficială s, i diametru,

ν = f(ρ, γ,D). (174)
Va rezulta un singur grup adimensional

Π = ρaγbDcν =
ν
√
ρD3

√
γ

, (175)
de care ne putem folosi pentru a determina o relat, ie pentru ν ,

Π =
ν
√

ρD3

√
γ

∼ 1 → ν ∼
√

γ

ρD3
, (176)

unde recunoas, tem inversul timpului inert, ial-capilar, ν ∼ 1/tR.
Pentru fluide cu viscozitate ridicată, eforturile de natură vâscoasă sunt cele carese opun tensiunii superficiale. În acest caz, frecvent, a de vibrat, ie naturală a uneipicături va depinde de viscozitate, tensiune superficială s, i diametru,

ν = f(η, γ,D). (177)
Va rezulta un grup adimensional

Π = ηaγbDcν =
νηD

γ
, (178)

care va da o relat, ie pentru ν ,
Π =

νηD

γ
∼ 1 → ν ∼ γ

ηD
(179)

unde recunoas, tem inversul timpului vâsco-capilar, ν ∼ 1/tv .
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Dinamica filamentelor subt, iri

O picătură plasată pe un substrat solid se va desprinde prin intermediul unui fila-ment subt, ire al cărui diametru descres, te în timp. Pe măsură ce diametrul filamen-tului scade, dacă fluidul are s, i proprietăt, i elastice, trei regimuri distincte vor descriedinamica acestuia.Sub act, iunea presiunii capilare γ/R (R fiind raza filamentului), în momenteleinit, iale, filamentul se opune prin inert, ie,
ρV 2 ∼ γ

R
→ V ∼

√
γ

ρR
, (180)

relat, ie care defines, te viteza capilară a regimului inert, ial-capilar.S, tiind că V = −dR/dt, prin separarea variabilelor s, i integrare, obt, inem
ρ

(
−dR

dt

)2

∼ γ

R
→ R(t) =

(
R

3/2
0 − 3

2

√
γ

ρ
t

)2/3

, (181)
unde se alege rădăcina negativă pentru a da sens fizic solut, iei (raza scade în timp!).Pentru diametre mici ale filamentului, efor-turile tangent, iale de origine vâscoasă devin do-minante, din acest motiv

η
V

R
∼ γ

R
→ V ∼ γ

η
, (182)

relat, ie care defines, te viteza capilară a regimuluivâscos-capilar. Vom obt, ine
−dR

dt
∼ γ

η
→ R(t) = R0 −

γ

η
t. (183)

Regimul final este descris de un echilibru între eforturile de natură elastică s, ipresiunea capilară, regimul elasto-capilar fiind dat printr-o variat, ie exponent, ială detipul
R(t) ∝ e−t/3τ . (184)

Impactul picăturilor cu suprafet,e perforate

În anumite condit, ii, picăturile aflate în cădere liberă, la impactul cu o suprafat, ăperforată, pot trece prin orificiu (Lorenceau & Quéré, 2003). Presiunea dinamică pecare picătura o exercită asupra orificiului trebuie să fie suficient de mare pentru aînvinge presiunea capilară a meniscului ce se formează la contactul cu orificiul s, i
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eforturile de frecare rezultate în urma curgerii fluidului prin orificiu. În consecint, ă,
ρV 2R2 ∼ ηV R + γR. (185)

Împărt, ind prin ρV 2R2, putem adimensionaliza relat, ia prece-dentă pentru a obt, ine
1 ∼ η

ρV R
+

γ

ρV 2R
→ 1Re +

1We ∼ 1 → We ∼ ReRe − 1
. (186)

Granit, a care demarchează trecerea picăturii prin orificiu vatrebui să respecte condit, ia ρV 2R2 > ηV R + γR, practic
1Re +

1We < 1 → We >
ReRe − 1

. (187)
La numere Reynolds mari, care se pot atinge prin viteze mari sau cu fluide maiput, in vâscoase, condit, ia se reduce la We > 1.

Acoperire cu straturi subt, iri prin extragere

Ce grosime va avea stratul fluid depus la peretele unei plăci plane extrasă cu vitezaconstantă V ? Această problemă clasică a fost rezolvată prin analiză dimensionalăs, i este cunoscută drept legea Landau-Levich.Contactul dintre lichid s, i solid se realizeazăprin intermediul unui menisc ce se înalt, ă pe odistant, ă aproximativ egală cu lungimea capilară
lc. Extragerea plăcii duce la depunerea unuistrat subt, ire de lichid, a cărui grosime h nu secunoas, te. Pentru numere Reynolds mici, efor-turile tangent, iale de natură vâscoasă vor do-mina dinamica procesului de depunere. Acesteeforturi tangent, iale favorizează depunerea, încontrapondere cu depresiunea capilară (valoareaflată sub presiunea atmosferică datorită curbu-rii!) de la nivelul meniscului care trage de lichidîn jos. Echilibrul de eforturi va implica

η
∂2vz
∂x2

∼ ∂pc
∂z

. (188)
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Presiunea capilară de la nivelul meniscului este aproximativ egală cu
pc ≈ −γ

∂2h

∂z2
. (189)

Evaluând ca ordin de mărime relat, iile precedente, obt, inem
η
V

h2
∼ γ

h

l3
→ h ∼ l Ca1/3. (190)

La granit, a ce separă zona depunerii de grosime constantă h de meniscul curb ge-nerat prin capilaritate, putem estima presiunea capilară s, tiind că presiunea hidros-tatică cres, te (în interiorul fluidului!) până la nivelul suprafet, ei libere plane, undeatinge presiunea atmosferică. S, tiind că meniscul se înalt, ă pe o distant, ă aproximativegală cu lungimea capilară lc, putem presupune faptul că
−γ

h

l2
∼ −ρglc → l ∼

√
hlc. (191)

Vom obt, ine
h ∼ lc Ca2/3, (192)

legea Landau-Levich, unde Ca este numărul capilarităt, ii.
Curgeri Marangoni

Curgerile Marangoni sunt curgeri induse de un gradient de tensiune superficială.Să luăm ca exemplu instabilitatea unui strat subt, ire în prezent, a unui gradient detemperatură. Gradientul de tensiune superficială va determina aparit, ia unor celulehexagonale care vor afecta uniformitatea stratului subt, ire depus la perete. Pentrua înt, elege cum se poate îmblânzi această instabilitate, se defines, te numărul Maran-goni,
Ma = − δγ

δT

h∆T

ηκ
, (193)

unde δT ≈ T+ − T−, o diferent, ă mică de tem-peratură (minimele sunt mai apropiate de sub-stratul cald!) care determină o diferent, ă de ten-siune superficială δγ , implicit o curgere Maran-goni care antrenează lichidul pentru a forma ce-lule convective Bénard; h este grosimea stratului lichid, ∆T este diferent, a de tempe-ratură dintre substrat s, i interfat, ă, iar κ este un coeficient care cuantifică difuzivitateatermică a fluidului (Abbott, 2024, Saranjam et al., 2016).
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Numărul Marangoni se poate defini s, i pentru cazul unui gradient de tensiunesuperficială determinat de un gradient de concentrat, ie (spre exemplu, indus desurfactant, i). În acest caz
Ma = − δγ

δC

h∆C

ηD
, (194)

unde C reprezintă concentrat, ia, iar D este coeficientul de difuzie. Pentru numere
Ma > 80 stratul devine instabil, lungimea de undă dominantă a instabilităt, ii fiind

λ =
2πh√
Ma/8

. (195)
Un exemplu de estimare a pragului critic ce separă regimurile de curgere

Să ne întoarcem la fibra fluidă cilindrică supusă unei curgeri uniaxiale de tip ex-tensional. O picătură pusă în contact cu o suprafat, ă solidă va dezvolta o puntelichidă care se va subt, ia în timp. Presiunea capilară va expulza lichidul dinsprepunctul de rază minimă spre exterior, în lungul filamentului de formă cilindrică. Înfunct, ie de dimensiunea, viscozitatea s, i elasticitatea filamentului, se pot observa maimulte regimuri de curgere (prezentate pe scurt s, i într-o aplicat, ie anterioară). Sepot întâlni trei regimuri (Rodd et al., 2005)
• regim inert, ial-capilar (fluidul se opune curgerii predominant prin inert, ie)

R(t) = 0, 64

(
γ

ρ

)1/3

(ti − t)2/3, (196)
unde ti este timpul critic de rupere a filamentului;

• regim vâsco-capilar (fluidul se opune curgerii predominant prin frecare)
R(t) = R0 −

γ

14, 1η
t; (197)

• regim elasto-capilar (fluidul se opune curgerii predominant prin elasticitate)
R(t) = R0

(
GR0

2γ

)1/3

e−t/3τ , (198)
unde G este modulul elastic, iar τ este timpul de relaxare.

Ce viscozitate trebuie să aibă un fluid pentru ca regimul de curgere să fie dominat deinert, ie? Des, i putem folosi timpii introdus, i anterior (timpul vâscos s, i timpul Rayleigh,raportul lor fiind numărul Ohnesorge) pentru a estima granit, a care separă cele douăregimuri, relat, iile anterioare ne pot oferi o variantă mai bună (Rodd et al., 2005).
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Timpii caracteristici se obt, in din condit, ia R(t) = 0, de unde vom deduce scaratemporală asociată regimului vâscos, tv = 14, 1 ηR0/γ, s, i scara temporală asociatăregimului inert, ial, ti = 1, 95 (ρR3
0/γ)

1/2. Granit, a se obt, ine raportând aceste douăvalori,
14, 1 ηR0/γ

1.95 (ρR3
0/γ)

1/2
= 7, 23Oh. (199)

Pentru a afla viscozitatea fluidului ce implică un regim inert, ial se impune condit, ia
tv < ti → 7, 23Oh < 1 → Oh <

1

7, 23
→ η <

√
ρRγ

7, 23
. (200)

Procese de transport în medii fiziologice

Fort,e de rezistent,ă la înaintarea leucocitelor

În venulele postcapilare, viteza de deplasare a leucocitelor este mai mică fat, ă decurgerea principală întrucât acestea se deplasează în apropierea peretelui. Dacăperetele prezintă leziuni, viteza lor scade până la zero, iar celulele migrează în t, esut(Trusky et al., 2004).Fort, a de rezistent, ă la înaintare ia nas, tere ca ur-mare a interact, iunii dintre leucocit s, i celulele endote-liale, respectiv dintre leucocit s, i plasmă. Această fort, ădepinde de viscozitatea s, i densitatea plasmei, de vi-teza leucocitului, de viteza de curgere a plasmei, dediametrul capilarului, de diametrul leucocitului s, i dehematocrit,
FL = f (ρ, ηP , VL, V,D,DL,Hct). (201)

Putem alege ηp, V s, i D ca mărimi de bază. Cum produsul dintre cele trei este ofort, ă, primul grup adimensional este
FL

ηPV D
. (202)

Grupul ηp, V,D s, i ρ va da numărul Reynolds. Cum celelalte două mărimi fizicerămase, V s, i DL, au corespondent echivalent printre mărimile de bază, grupurileadimensionale vor fi
VL

V
,
DL

D
. (203)
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Cum hematocritul este o mărime adimensională, vom găsi următoarea relat, ie
FL

ηPV D
= f

(Hct,Re, DL

D
,
VL

V

)
. (204)

Debit tranzitat prin porii unei membrane

La nivelul unei membrane poroase, debitul tranzitat va depinde de proprietăt, ile dematerial ale fluidului, ρ s, i η, de dimensiunea caracteristică a porilor D s, i de saltul depresiune existent la interfat, ă, ∆p. Vom alege să neglijăm densitatea fluidului întru-cât intuim numerele Reynolds mici, Re ≪ 1, deci fort, ele de inert, ie sunt neglijabilecomparativ cu cele de natură vâscoasă. Din acest motiv, putem aprecia
Q = f(η,D,∆p). (205)

Putem găsi acest grup adimensional fără calcul! Cum relat, ia Hagen-Poiseuilleimplică o dependent, ă direct proport, ională a debitului cu gradientul de presiune s, idiametrul la puterea a patra (Q ∝ D4∆p/L) s, i invers proport, ională cu viscozitateafluidului, Q ∝ 1/η, singura modificare indusă de absent, a unei lungimi L va vizarelat, ia de proport, ionalitate în raport cu diametrul porilor, de la Q ∝ D4 la Q ∝ D3.Vom obt, ine
Π =

Qη

∆pD3
∼ 1 → Q ∼ ∆pD3

η
. (206)

Spermatozoizi s, i heringi

Alegerea mărimilor fizice caracteristice depinde (s, i) de scara spat, ială caracteristică.Un exemplu relevant în acest sens este deplasarea unui hering printr-un mediulichid cu densitate ρ s, i viscozitate η comparativ cu deplasarea unui spermatozoid.Atât heringul cât s, i spermatozoidul generează o fort, ă de propulsie F prin mis, careacu periodicitate, de frecvent, ă ν , a înotătoarei codale, respectiv a flagelului.Scara spat, ială caracteristică a heringului estede ordinul centimetrilor, respectiv de ordinul micro-metrilor pentru spermatozoid. Putem propune ur-mătoarea relat, ie funct, ională pentru ambele cazuri
F = f(L, ν, ρ, η). (207)

Vom considera ca mărimi de bază L, ν s, i ρ. Am mai întâlnit o astfel de relat, ie, cusingura diferent, ă că de data asta mărimea cinematică este frecvent, a de oscilat, ie,nu viteza. Dacă am putea găsi o viteză, cunoscând deja grupurile adimensionale
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(F/ρV 2L2 şi Re), am putem evita calculul. Produsul dintre frecvent, ă s, i lungime arputea înlocui viteza (ca unitate de măsură; doar asta căutăm aici!), ceea ce implică
F

ρV 2L2
= f

(
η

ρV L

)
V∼νL−−−→ F

ρν2L4
= f

(
η

ρνL2

)
. (208)

Dar această relat, ie implică o dominant, ă a fort, elor de inert, ie, ceea ce din punct devedere fizic este corect pentru un hering. Pentru spermatozoid putem intui faptulcă numărul Reynolds este mult mai mic decât unitatea din cauza dimensiunilorcaracteristice de ordinul micronilor,
Re =

ρV L

η

V∼νL−−−→ ρνL2

η

L∼µm−−−→ Re ≪ 1. (209)
În acest caz, vom alege viscozitatea printre mărimile de bază în detrimentul densităt, iipentru a obt, ine

F

ηV L
= f

(
ρV L

η

)
V∼νL−−−→ F

ηνL2
= f

(
ρνL2

η

)
. (210)

Viscozitatea citoplasmei

Viscozitatea citoplasmei neutrofilelor se poate estima prin introducerea acestoraîntr-o micropipetă. Prin aspirare se poate induce o depresiune în micropipetă, faptce va determina celula să ... curgă. Experimental, se observă faptul că neutrofieleating relativ rapid o viteză constantă de deplasare. Într-o astfel de mis, care, ne-utrofilele se comportă ca un fluid newtonian, ceea ce permite determinarea uneiviscozităt, i echivalente a citoplasmei.Vom presupune că viscozitatea citoplasmei depinde de raza micropipetei, Rp, deraza neutrofilei ce urmează a fi aspirată, R, de viteza de avans, V , s, i de diferent, ade presiune în exces (peste cea necesară pentru a init, ia procesul de aspirare) caredetermină mis, carea celulei, ∆p,
η = f(Rp, R, V,∆p). (211)

Dacă alegem V,Rp s, i ∆p ca mărimi de bază, vom obt, ine două grupuri adimensionale
Π1 = V aRb

p∆pcη (212)
s, i

Π2 = V aRb
p∆pcR. (213)

52



Prin calcul (sau prin intuit, ie!) vom găsi
ηV

Rp∆p
= f

(
R

Rp

)
. (214)

Relat, ia dintre cele două grupuri adimensionale sepoate obt, ine (s, i) prin integrare (s, i aproximare) aecuat, iilor de mis, care (Wang et al., 2019),
ηV

Rp∆p
=

1

6

(
1− R

Rp

)−1

→ η =
Rp∆p

6V (1−R/Rp)
.

Presiunea necesară pentru ejaculare

La ejaculare, sperma atinge o viteză aproximativ egală cu 12 m/s! Valoarea ridicăurmătoarea întrebare: ce presiune dezvoltă organismul pentru a determina spermasă se deplaseze cu o astfel de viteză?În medie, uretra are 8 mm în diametru, iar sperma are o densitate de aproximativ
1020 kg/m3 s, i o viscozitate de 5 mPa·s. Relat, ia funct, ională va include

pe = f(V,D, ρ, η). (215)
Vom obt, ine

Π1 = ρaV bDcpe (216)
s, i

Π2 = ρaV bDcη. (217)
Relat, ia funct, ională va fi

pe
ρV 2

= f(Re) (218)
sau

pe
ηV/D

= f(Re), (219)
dacă de această dată vom alege viscozitatea printre mărimile de bază în detrimentuldensităt, ii. Prin calcul, în primul caz obt, inem Π2 = 1/Re, dar acest lucru este maiput, in important deoarece dependent, a se păstrează, iar funct, ia necunoscută f vainclude această modificare.Pentru a determina funct, ia necunoscută (f ) am avea nevoie de experimenterealizate pe mai mult, i subiect, i, pentru fluide cu proprietăt, i diferite. În medie, neas, teptăm ca valoarea acestei presiuni să nu varieze considerabil (cu mai multeordine de mărime). Din acest motiv, putem neglija dependent, a de numărul Reynolds,
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ceea ce ne va ajuta să alegem varianta fizic acceptabilă privind relat, ia de calcul(întrucât avem două!) a presiunii. Putem calcula numărul Reynolds, caz în carevom găsi Re = 19 200, o valoare care indică o dominant, ă a fort, elor de inert, ie îndetrimentul celor de frecare. În consecint, ă, vom alege prima relat, ie de calcul pentrua estima presiunea pe. Vom găsi
pe ∼ ρV 2 → pe ≈ 144 000 Pa. (220)

Valoarea experimentală este de aproximativ 50 000 Pa, de trei ori mai mică fat, ă devaloarea determinată anterior. Dacă ne amintim că ρV 2/2 este presiunea dinamicăobt, inută via ecuat, ia Bernoulli, vom adapta această relat, ie pentru a obt, ine
pe ∼

ρV 2

2
≈ 72 000 Pa, (221)

o valoare care estimează corect (ca ordin de mărime!) presiunea generată de orga-nism pentru a ejacula sperma cu o viteză de aproximativ 12 m/s.Dacă am fi folosit cea de-a doua relat, ie, pe ∼ ηV/D, am fi obt, inut pe ≈ 7, 5 Pa,o estimare extrem de nerealistă având în vedere valoarea dezvoltată de organism,
50 000 Pa.Cea de-a treia variantă, ρ, η,D, implică

pe
η2/(ρD2)

= f(Re) → pe ∼
η2

ρD2
→ pe ≈ 0, 38 mPa, (222)

o valoare inacceptabilă din punct de vedere fizic prin ordin de mărime, dar care nicinu surprinde legătura fizică dintre presiunea dezvoltată de organism s, i viteza deejaculare a spermei.
Viteze de sedimentare

Aplicat, ia este utilă pentru înt, elegerea vitezei de sedimentare a hematiilor (testulVSH) sau a tehnicilor de ultracentrifugare.Vom încerca să estimăm timpul necesar unei particule sferice de a atinge vitezăconstantă atunci când aceasta se deplasează printr-un lichid cu densitate ρ s, i vi-scozitate η. Particula sferică de diametru D pleacă din repaus s, i atinge o vitezăconstantă ca urmare a echilibrului dintre fort, ele masice s, i cele de frecare vâscoasă.În consecint, ă, putem intui
Fg − Fa − Ff = mV̇ , (223)

unde Fa este fort, a arhimedică, iar m este masa particulei. Vom presupune valabilă
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relat, ia lui Stokes pentru fort, a de rezistent, ă la înaintare, des, i relat, ia este valabilăîn cazul unei mis, cări permanente. S, tiind că Fg = ρpgπD
3/6, Fa = ρgπD3/6 s, i

Ff ≈ 3πηV D, vom obt, ine o ecuat, ie diferent, ială de gradul întâi având ca necunoscutăviteza,
dV

dt
+

3πηD

m
V − ∆ρgπD3

6m
= 0 → V̇ +

18η

ρD2
V − ∆ρ

ρ
g = 0, (224)

∆ρ = ρp − ρ fiind diferent, a dintre densitatea particulei solide s, i cea a lichidului.
Vom adimensionaliza această ecuat, ie identificând o viteză caracteristică s, i oscară temporală asociată fenomenului. Viteza caracteristică se poate obt, ine dinecuat, ia de echilibru dintre fort, ele masice s, i fort, ele de rezistent, ă la înaintare (atuncicând particula atinge viteză constantă)

∆ρg
πD3

6
= 3πηV0D → V0 =

∆ρgD2

18η
. (225)

Întrucât ecuat, ia diferent, ială (224) este dimensional omogenă (tot, i termenii au aceeas, iunitate de măsură), fiecare termen fiind practic o accelerat, ie, grupul cu care seînmult, es, te cel de-al doilea termen are ca unitate de măsură s−1. Putem alege
T0 =

ρD2

18η
(226)

ca scară temporală caracteristică. Pentru a obt, ine varianta adimensională, vomînlocui V cu V0 V̂ s, i t cu T0 t̂, produsul dintre mărimea fizică reprezentativă s, ivarianta adimensională a acesteia. În aceste condit, ii, vom obt, ine
V0

T0

dV̂

dt̂
+

18η

ρD2
V0V̂ − ∆ρ

ρ
g = 0 → dV̂

dt̂
+ V̂ − 1 = 0. (227)

Solut, ia acestei ecuat, ii diferent, iale (în variantă adimensională!) se obt, ine în douăetape. Se renunt, ă la termenul liber s, i se rezolvă ecuat, ia omogenă
dV̂

dt̂
+ V̂ = 0 → dV̂

V̂
= −dt̂ → V̂ = C1e

−t̂. (228)
Întrucât termenul liber este o constantă, se presupune o solut, ie generală de tipul

V̂ = C1e
−t̂ + C2. (229)

Cele două constante se obt, in înlocuind solut, ia propusă în ecuat, ia diferent, ială,la care se adaugă condit, ia init, ială (particula pleacă din repaus) V (0) = 0, deci
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V̂ (0) = 0. Vom obt, ine C1 = −1 s, i C2 = 1, care vor da solut, ia ecuat, iei diferent, iale,
V̂ = 1− e−t̂ → V =

∆ρgD2

18η

(
1− e

− 18η

ρD2 t
)
.

Pentru timpi mari, t → ∞, V → V0, viteza constantă pe care o căutam. În câttimp ajunge particula la această viteză? Cum exponent, iala nu va atinge niciodatăvaloarea zero, astfel încât V = V0, va trebui să impunem un prag.Vom considera că particula atingeviteză constantă dacă V (Tc) ≈ 99%V0,adică
V̂ (T̂c) = 1− e−T̂c → 0.99 = 1− e−T̂c ,

ceea ce implică
T̂c = ln 100 → T̂c ≈ 4.6,

deci
Tc ≈ 4, 6T0 → Tc ≈ 4, 6

ρD2

18η
. (230)

Particula atinge viteză constantă după aproximativ 5 timpi caractistici T0. Relat, iaarată că particulele mai mici (sau cele care se deplasează în fluide mai vâscoase)vor atinge o viteză constantă într-un timp mai scurt.
Presiunea necesară pentru golirea stomacului - un caz tipic de exces

În cazul unor afect, iuni (sau în cazul unor excese bahice)organismul răspunde prin eliminarea cont, inutului de na-tură fluidă prezent în stomac. Dacă viteza de expulzare avomei poate fi (relativ) us, or măsurată, presiunea dezvol-tată de organism este mult mai greu de măsurat. Însă,putem determina un ordin de mărime prin analiză dimen-sională.Pentru aceasta (mai mult ca exercit, iu) vom consideramai întâi timpul de golire a stomacului. Să presupunemcă timpul de golire a lichidului din stomac depinde devolumul acestuia, de diametrul esofagului, de presiunea generată de organism s, i dedensitatea lichidului. Vom neglija viscozitatea acestuia în ipoteza în care lichiduldin stomac este asemănator cu apa (cum sunt mai toate băuturile intoxicante ce te
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pot aduce în această stare), deci de viscozitate redusă. Presupunem
Tg = f(V , D, p, ρ). (231)

Căutăm o relat, ie explicită de calcul între cele cinci mărimi fizice, care vor da douăgrupuri adimensionale. Am avea nevoie doar de unul. Vom alătura două dintreacestea pentru a reduce problema la patru mărimi fizice, deci un singur grup adi-mensional. Observăm faptul că raportul V/Tg reprezintă un debit, în consecint, ăputem scrie
Q = f(D, p, ρ). (232)

Vom obt, ine
Π = DapbρcQ, (233)

deci
Π = D−2p−1/2ρ1/2Q =

Q

D2

√
ρ

p
∼ 1 → Q ∼ D2

√
p

ρ
. (234)

Putem estima presiunea generată de organism s, tiind Q ∼ V D2. Vom obt, ine
V ∼

√
p

ρ
→ p ∼ ρV 2, (235)

un rezultat, de acum, foarte cunoscut! Pentru o viteză de expulzare de 13 m/s,obt, inem p ≈ 169 kPa. Putem rafina această estimare dacă aplicăm relat, ia luiBernoulli, pentru un fluid ideal, între stomac s, i gură. Vom obt, ine
ρV 2

s

2
+ (p+ pat) + ρgzs =

ρV 2
g

2
+ pat + ρgzg. (236)

Vom considera că lichidul pleacă din repaus Vs = 0, Vg = V , iar zg − zs = L, deci
L ≈ 30 cm, ceea ce implică

p =
ρV 2

2
+ ρgL → p ≈ 87 kPa. (237)

Experimentele arată o valoare maximă a acestei presiuni de 40 kPa, o valoare(relativ) apropiată, ca ordin de mărime, de cea obt, inută anterior.
Timpul de evacuare a materiilor fecale în cele mai urgente situat, ii

... cum este cazul diareei - materii fecale sub formă lichidă! Eliminarea acestora sedesfăs, oară într-un timp mult mai scurt comparativ cu procesul natural, neperturbat.Vom încerca să estimăm acest timp. Putem pleca de la relat, ia lui Newton, ma = F .
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Presupunem eliminarea unui cilindru lichid de diametru D s, i lungime L într-un timp
Td, proces indus de presiunea generată în interiorul organismului. Putem scrie

ρD2Lz̈ ∼ pD2, (238)
unde z̈ este accelerat, ia cilindrului fluid. Dacă vom considera z̈ ∼ L/T 2

d , vom găsi
ρD2L

L

T 2
d

∼ pD2 → Td ∼ L

√
ρ

p
. (239)

Prin alometrie se găsesc următoarele relat, ii p ∼ 0.57M0.06 s, i L ∼ 4.2M0.31 (Yanget al., 2017), unde M este masa organismului (în acest caz, aflat într-o situat, iedelicată). Pentru un organism cu masa de 70 kg vom găsi p ≈ 0.73 kPa s, i L ≈ 16cm, ceea ce implică un timp de eliminare a materiilor fecale lichide de aproximativ
0.19 s, un timp apropiat, ca ordin de mărime, cu ceea ce, să recunoas, tem, am trăitcu tot, ii!
Conductivitatea hidraulică a unei membrane poroase

Conductivitatea hidraulică a unei membrane poroase (K - volum transportat pe uni-tatea de arie în unitatea de timp) depinde de porozitatea membranei (ε - volumulporilor raportat la volumul total), de coeficientul de difuzie al speciei care difuzeazăprin membrană (D), de grosimea membranei (δ), de viteza medie de curgere a flui-dului interstit, ial V , de viscozitatea s, i densitatea fluidului ce transportă specia caredifuzează (Roselli & Diller, 2011).În aceste condit, ii, relat, ia funct, ională va fi
K = f(ε,D, δ, V, ρ, η). (240)

Relat, ia include s, apte mărimi fizice care se reduc la trei mărimi fizice fundamentale.Vom alege trei mărimi fizice de bază, spre exemplu η, ρ s, i δ. Vom obt, ine patrugrupuri adimensionale. Primul este us, or de găsit întrucât o mărime fizică este dejaadimensională, anume ε. Deci
Π2 = ε. (241)

Celelalte se obt, in (relativ) us, or prin calcul:
Π1 = ηaρbδcK → Π1 =

ρKδ

η
, (242)

care se găses, te rapid s, tiind că unitatea de măsură a conductivităt, ii hidraulice este
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metru pe secundă, iar gruparea celor patru mărimi fizice va da întotdeauna numărulReynolds; următorul este chiar numărul Reynods
Π3 = ηaρbδcV → Π3 =

ρV δ

η
= Re, (243)

iar ultimul se găses, te cunoscând faptul că η/ρ este de fapt un coeficient de difuzie,
Π4 = ηaρbδcD → Π4 =

ρD
η

=
1Sc , (244)

unde Sc este numărul Schmidt, raportul dintre coeficientul de difuzie s, i viscozitateacinematică a fluidului (tot un tip de coeficient de difuzie, dar o difuzie a impulsuluiasociat fluidului).Obt, inem o relat, ie cu care putem evalua conductivitatea hidraulică a membranei,
K =

η

ρδ
f(ε,Re,Sc). (245)

De regulă, numărul Schmidt este relativ constant pentru o specie care difuzeazăprin membrană, iar dependent, a se discută vizavi de numărul Reynolds s, i porozitate.

Curgerea sângelui printr-o valvă eliptică

Viteza medie de curgere a sângelui printr-o valvă de sect, iune eliptică va depinde dedensitatea fluidului, de axa minoră D1 a sect, iunii, de axa majoră D2 s, i de diferent, ade presiune pe valvă ∆p (Roselli & Diller 2011). Relat, ia funct, ională va fi de forma
V = f(ρ,D1, D2,∆p), (246)

în care cele cinci mărimi fizice se reduc la trei fundamentale, deci două grupuriadimensionale. Vom alege trei mărimi de bază, ρ,∆p s, i D1. Vom obt, ine
Π1 = ρa∆pbDc

1V (247)
s, i

Π2 = ρa∆pbDc
1D2. (248)

S, tiind că produsul ρV 2 este presiunea dinamică, primul grup adimensional va fi
Π1 =

ρV 2

∆p
. (249)
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Întrucât raportul dintre cele două axe ale sect, iunii eliptice este un număr adimen-sional,
Π2 =

D2

D1

. (250)
Relat, ia funct, ională va fi

Π1 = f(Π2) →
ρV 2

∆p
= f

(
D2

D1

)
→ V =

√
∆p

ρ
f

(
D2

D1

)
. (251)

Golirea unei seringi sub act, iunea câmpului gravitat, ional

Aceasta este o aplicat, ie cu care am reus, it să uimesc cât, iva student, i la începu-tul cursului. Am umplut o seringă (fără piston) cu apă, cronometrând timpul încare aceasta se scurge sub act, iunea câmpului gravitat, ional. Coloana de apă are oînălt, ime init, ială h0. Lichidul se scurge liber sub act, iunea câmpului gravitat, ional g.Diametrul corpului principal este D, iar cel al îngustării d.Putem propune o relat, ie funct, ională pentru timpul de golire de tipul
Tg = f(h0, g,D, d). (252)

Cele patru mărimi fizice se reduc la două mărimi fundamentale (lungime s, i timp).Putem alege g s, i h0 pentru a obt, ine
Π1 = gahb

0Tg → Π1 = Tg

√
g

h0

, (253)
Π2 = gahb

0D → Π2 =
D

h0

, (254)
s, i

Π3 = gahb
0d → Π3 =

d

h0

. (255)
Relat, ia obt, inută,

Tg =

√
h0

g
f

(
D

h0

,
d

h0

)
, (256)

se poate simplifica combinând două dintre cele trei grupuri adimensionale. Vomobt, ine
Tg = f

(
D

d

)√
h0

g
. (257)
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Prin experiment - dar s, i din primul curs de care vorbeam mai devreme, vezi(Pătras, cu, 2024a) - se obt, ine
Tg =

√
2

(
D

d

)2
√

h0

g
. (258)

Când obt, ii prin teorie o valoare extrem, extrem de apropiată de valoarea măsurată,impactul acestui experiment asupra student, ilor este unul masiv. Cel put, in până laexamen!
Pragul sistolic impus de câmpul gravitat, ional

Inima este o pompă care are rolul de a asigura presiunea necesară pentru a trimitesângele către creier, arteriole s, i mai departe către capilarele din corpul uman. Opresiune prea mică, s, i fluidul nu va ajunge la sursă; o presiune prea mare, s, i creierulsuferă! Din acest motiv, animalele au evoluat astfel încât presiunea dezvoltată deinimă în timpul sistolei să nu depăs, ească o valoare de prag. O putem estima t, inândcont de presiunea manometrică necesară pentru a pompa sângele într-un organismavând o înălt, ime a corpului H în câmp gravitat, ional standard.Chiar dacă presiunea dezvoltată deinimă nu va trebui să învingă câmpulgravitat, ional pe toată înălt, imea corpului(inima este mai aproape de creier decâtde picioare), pragul critic se poate es-tima ca raport între presiunea manome-trică necesară pentru a ridica sângele laînălt, imea H s, i presiunea sistolică (Vo-gel, 1998)
Π =

pm
ps

=
ρgH

ps
. (259)

Majoritatea mamiferelor dezvoltă apro-ximativ aceeas, i presiune sistolică, circa
120 mmHg, ce corespunde unei înălt, imi manometrice de 1.7 m. Pe măsură ce or-ganismul atinge înălt, imi mai mari, presiunea sistolică va cres, te (spre exemplu, 300mmHg pentru girafe) astfel încât raportul dintre presiunea manometrică s, i presiuneasistolică să rămână subunitar. Valori supraunitare implică efecte negative asuprafunct, iei cerebrale s, i nu se regăsesc în regnul animal.

61



Hemodializă

De regulă, procesul de dializă implică următoarele variabile: timpul t (s), rata deproducere a toxinelor ṁ (mg/min), concentrat, ia de toxine C (kg/m3), debitul de dializă
Q (m3/s) s, i volumul de distribut, ie V (m3). Relat, ia funct, ională va fi

(t, ṁ, C,Q,V). (260)
Vom alege Q, t s, i ṁ ca mărimi de bază. Vom obt, ine două grupuri adimensionale

Π1 = QatbṁcC =
CQ

ṁ
, (261)

s, i
Π2 = QatbṁcV =

V
tQ

. (262)
Solut, ia analitică ce descrie procesul de dializă este (Bonert & Saville, 2010)

C(t)− ṁ

Q
=

(
C0 −

ṁ

Q

)
e−tQ/V , (263)

unde C0 este concentrat, ia la momentul init, ial. Folosind grupurile adimensionaleobt, inute anterior, putem rescrie solut, ia analitică în variantă adimensională,
Π1 − 1 = (Π1,0 − 1)e−1/Π2 → Π1 − 1

Π1,0 − 1
= e−1/Π2 , (264)

de unde, prin logaritmare, vom obt, ine
1

Π2

= ln(Π1,0 − 1

Π1 − 1

)
, (265)

unde Π1,0 = C0Q/ṁ.

62



Scalare prin similitudine

Un model de scară pentru determinarea efortului tangent, ial în capilare

Să considerăm un vas capilar cu diametrul D prin care curge un fluid cu densitate
ρ s, i viscozitate η. Gradientul de viteză va determina un efort tangent, ial de frecarela peretele vasului, σ, care, la astfel de dimensiuni, este greu de măsurat in vivo, dara cărui valoare este extrem de importantă. De regulă, se folosesc simulări numericepentru a calcula distribut, ia de viteză care va da, prin intermediul relat, iei constitutive,distribut, ia de eforturi. Experimental, se poate estima acest efort tangent, ial prinsimilitudine.Pentru aceasta avem nevoie de un model la o scarămai mare, care să permită astfel de măsurători (spreexemplu, PIV - Particle Image Velocimetry - prin carese determină distribut, ia de viteză). Vom considera camodel o conductă având diametrul de Dm = 10D princare va curge un fluid cu aceleas, i proprietăt, i de mate-rial. Tot ceea ce trebuie să facem acum este să punemfluidul în mis, care. Cu ce viteză? Aici intervine analizadimensională!Problema implică cinci mărimi fizice relevante

(ρ, V,D, η, σ). (266)
Întrucât eforturile tangent, iale au de a face mai mult cu viscozitatea decât cu den-sitatea fluidului, vom alege viscozitatea printre cele trei mărimi de bază pentru aforma cele două grupuri adimensionale. Prin calcul (sau prin intuit, ia căpătată dinexperient, ele anterioare!) vom găsi

Π1 =
ρV D

η
= Re s, i Π2 =

σD

ηV
. (267)
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Experimentul la scară mai mare (modelul) va reflecta fizica fenomenului care sedesfăs, oară la scară mai mică dacă cele două grupuri adimensionale respectă condit, iilede similitudine dinamică, în acest caz
Rem = Re, Π2,m = Π2, (268)

care implică
ρVmDm

η
=

ρV D

η
, respectiv σmDm

ηVm

=
σD

ηV
, (269)

unde indicele m descrie modelul. Din prima relat, ie obt, inem răspuns la prima în-trebare
Vm = V

D

Dm

=
1

10
V. (270)

Acum putem determina efortul tangent, ial la peretele vasului model. Să presupu-nem că prin tehnici de măsură PIV vom găsi σm = 0.3 Pa (mai întâi vom determinadistribut, ia de viteză, apoi distribut, ia de eforturi pentru a evalua σ la peretele vasu-lui). Folosind cea de-a doua condit, ie de similitudine dinamică, vom estima efortultangent, ial de frecare la peretele vasului capilar
σmDm

Vm

=
σD

V
→ σ = σm

Dm

D

V

Vm

= σm

(
Dm

D

)2

= 30Pa. (271)
O demonstrat, ie a teoremei lui Pitagora prin analiză dimensională

Dublează cele două catete ale triunghiului din imagine s, i vei dubla ipotenuza. S, iînălt, imea, s, i aria triunghiului. Unghiurile vor rămâne neschimbate. Acesta esteun caz de similitudine geometrică. Există cazuri (foarte rare) unde se impune osimilitudine geometrică afină (factori de scalare diferit, i pentru cele trei axe), daraceste cazuri reprezintă except, ia, nu regula.Teorema lui Pitagora se poate demonstra prin argu-mente ce t, in de analiză dimensională (Migdal & Leggett,1977). Intuim faptul că aria triunghiului va depinde deipotenuză s, i de unghiul α, deci
A = f(c, α). (272)

Se găsesc două grupuri adimensionale întrucât α estedeja un număr adimensional,
A

c2
= f(α) → A = c2 f(α). (273)
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Ariile celor două triunghiuri determinate de înălt, imea h se pot găsi într-un modsimilar,
a2 f(α) s, i b2 f(α). (274)

Funct, ia f(α) este aceeas, i pentru toate cele trei triunghiuri! Cum suma celor douăarii va da aria triunghiul cu ipotenuza c, vom găsi relat, ia deja clasică a lui Pitagoradintre ipotenuză s, i cele două catete
c2 f(α) = a2 f(α) + b2 f(α) → c2 = a2 + b2. (275)

Dacă vă întrebat, i de ce aria unui triunghi dreptunghic depinde doar de ipotenuzăs, i de unul dintre unghiurile ascut, ite sau de ce f(α) este identică pentru cele treitriunghiuri, vă recomand să verificat, i prin calcul.
Picături la o scară neobis, nuit de mare

Un injector circular va forma picături atunci când fort, ele masice depăs, esc fort, ele detensiune superficială. Diametrul picăturii va depinde de tensiunea superficială, dediferent, a de densitate dintre fluidul care alcătuies, te picătura s, i mediul fluid extern,de accelerat, ia gravitat, ională s, i de diametrul injectorului,
Dp = f(γ,∆ρ, g,D). (276)

Vom găsi două grupuri adimensionale,
Π1 =

Dp

D
s, i Π2 =

∆ρgD2

γ
= Bo, (277)

implicit s, i o relat, ie pentru diametrul picăturii
Dp ∼ Df(Bo). (278)

Putem ajunge la o relat, ie aproximativă dacă vom egala cele două fort, e dominante,
∆ρg

πD3
p

6
= πγD → Dp =

3
√
6DBo−1/3 → Dp ≈ 1, 8DBo−1/3. (279)

Relat, ia precedentă poate fi rescrisă pentru a evident, ia important, a lungimii ca-pilare (l2c = γ/∆ρg). Vom găsi
Dp ≈ 1, 8D1/3 l2/3c . (280)
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Să presupunem că se dores, te producerea unor picături de 10 ori mai mari pentrua studia în detaliu, să spunem, zonele de recirculare a lichidului din interiorulpicăturii. Cunoas, tem deja o relat, ie pentru determinarea diametrului picăturii, pecare l-am putea ajusta modificând diametrul injectorului. Dar să spunem că dorimsă studiem fenomenul la o scară neobis, nuit de mare. Cum lungimea capilară impuneun prag fizic pentru dimensiunile injectoarelor cu care putem produce picături (laun moment dat tensiunea superficială nu va mai fi suficientă pentru a mentine ointerfat, ă continuă), va trebui să schimbăm s, i fluidele. Ce diametru de injector s, i cepereche de fluide ar trebui să alegem pentru a produce picături de 10 ori mai mari,
Dp,m = 10Dp?Vom impune similitudine între model s, i cazul init, ial privind cele două gru-puri adimensionale identificate anterior. Vom considera că tensiunea superfici-ală/interfacială nu variază semnificativ între cele două perechi de fluide, astfel încâtputem scrie

Dp,m

Dm

=
Dp

D
s, i ∆ρmgD

2
m

γ
=

∆ρgD2

γ
. (281)

Din prima egalitate vom găsi Dm = 10D, deci un injector de 10 ori mai mare.Din cea de-a doua vom obt, ine
∆ρm = ∆ρ

(
D

Dm

)2

=
1

100
∆ρ. (282)

Practic, va trebui să alegem o pereche de fluide având o diferent, ă de densitate de
100 de ori mai mică sau a căror lungime capilară este de 10 ori mai mare, lc,m = 10 lc.Cres, terea lungimii capilare împinge pragul critic, până la care se poate observa unproces de formare a picăturilor, către valori mai mari.
Uneori nu va trebui să rezolvi ecuat, ia dacă apelezi la ordine de mărime

Uneori, chiar nu va trebui să rezolvi ecuat, ia întrucât se rezolvă singură. Să luămcazul unor bule de săpun de rază R0 plasate pe o suprafat, ă plană. Contactulcu suprafat, a va fort, a bula să se transforme într-o bulă semisferică de rază R1.Deoarece filmul subt, ire de lichid este cu mult mai mic fat, ăde raza bulei, se va neglija grosimea acestuia. Ce legăturăexistă între R1 s, i R0?Masa fluidului aflat în interiorul bulei se conservă în tim-pul procesului de transfer pe suprafat, a plană, deci
m0 = m1 sau ρ0V0 = ρ1V1, (283)
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ceea ce implică
ρ0
ρ1

=
V1

V0

. (284)
Cele două volume se pot determina astfel

V0 =
4πR3

0

3
s, i V1 =

4πR3
1

6
. (285)

În ipoteza în care gazul din interior respectă ecuat, ia de stare, la temperatură con-stantă, putem scrie
pV = const. → p0

p1
=

V1

V0

, (286)
deci

p0
p1

=
V1

V0

=
ρ0
ρ1

(287)
Presiunea din interiorul bulei de rază R0 poate fi estimată via ecuat, ia Young-Laplace(aplicată succesiv interfet, ei dintre aerul din interior s, i lichidul care formează peli-cula, respectiv între lichid s, i aerul din exteriorul bulei, aflat la presiune atmosferică
pat). Vom obt, ine

p0 − pat =
4γ

R0

. (288)
În mod analog, pentru bula de rază R1,

p1 − pat =
4γ

R1

, (289)
unde am considerat că tensiunea superficială nu variază întrucât interfat, a este sa-turată cu surfactant. Înlocuind în ecuat, ia de conservare a masei, vom obt, ine(

pat +
4γ

R0

)
R3

0 =

(
pat +

4γ

R1

)
R3

1

2
, (290)

pe care o putem rescrie sub forma unei ecuat, ii algebrice de tipul
R3

1 +
4γ

pat
R2

1 − 2R3
0 −

8γ

pat
R2

0 = 0. (291)
Ecuat, ia va avea trei solut, ii, care nu se găsesc chiar as, a de us, or. Dar poate nu vatrebui să le găsim chiar pe toate! Să adimensionalizăm ecuat, ia împărt, ind prin R3

0.Vom nota R̂1 = R1/R0 s, i vom obt, ine
R̂3

1 +Π R̂2
1 − 2(1 + Π) = 0, (292)
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unde
Π =

4γ

patR0

. (293)
De regulă, scara spat, ială a bulelor este de ordinul centimetrilor, presiunea atmosfe-rică de ordinul 105 Pa, iar tensiunea superficială a peliculei de săpun 0, 025 N/m.Înlocuind în grupul adimensional obt, inut, vom găsi Π ∼ 10−3, cu trei ordine demărime mai mic fat, ă de ceilalt, i termeni. Acest lucru ne permite să neglijăm tot, itermenii care cont, in acest grup adimensional, ceea ce implică

R̂3
1 ≈ 2 → R3

1 ≈ 2R3
0 → R1 ≈ 3

√
2R0 → R1 ≈ 1, 26R0, (294)

practic răspunsul la întrebarea pe care am formulat-o la început.Putem estima s, i dimensiunea bulelor la care totus, i va trebui să rezolvăm ecuat, ia.Din condit, ia ca grupul adimensional să fie de ordinul unităt, ii, vom obt, ine
Π ∼ 1 → R0 ∼

4γ

pat
→ R0 ≈ 10µm, (295)

scară spat, ială la care nici bulele nu mai sunt ceea ce am presupus noi la început,grosimea peliculei având acelas, i ordin de mărime. Pentru a nu complica procedura,am considerat o transformare izotermă, însă rezultatul se poate obt, ine s, i pentru otransformare izentropă (entropie constantă).
Legea a treia a lui Kepler - o aproximare a masei Soarelui

Legea lui Kepler se poate rezuma printr-o relat, ie între constanta universală a câm-pului gravitat, ional G, masa M a unui corp presupus central sistemului, durata T aorbitei unui obiect în jurul corpului central s, i raza R a acestei orbite.Putem obt, ine legea lui Kepler (s, i) prin analiză dimesnională. Relat, ia funct, ionalăva fi
(G,M, T,R). (296)

Cele patru mărimi fizice se reduc la trei mărimi fundamentale, de unde vom obt, ineun singur grup adimensional. Prin calcul se obt, ine
Π =

GMT 2

R3
. (297)

O relat, ie aproximativă între cele patru mărimi se obt, ine considerând grupul adimen-sional egal cu o constantă (de regulă egală cu unitatea atunci când se urmăres, teidentificarea modului în care celelalte mărimi fizice contribuie la modificarea unui
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parametru de interes). Vom obt, ine
GM = C R3

T 2
, (298)

unde C = (2π)2 s, i se obt, ine prin intermediul ecuat, iilor de mis, care.Ne putem folosi de grupul adimensional obt, inut anterior pentru a estima masaSoarelui. Pentru obiecte care orbitează Soarele putem scrie
GMS ∼

R3
S−P

T 2
S−P

, (299)
unde S − P indică Pământul orbitând în jurul Soarelui.Pentru obiecte care orbitează în jurul Pământului, spre exemplu Luna, putemscrie

GMP ∼
R3

P−L

T 2
P−L

, (300)
unde P − L indică Luna orbitând în jurul Pământului.Raportând cele două relat, ii anterioare vom obt, ine

MS

MP

∼
(
RS−P

RP−L

)3(
TP−L

TS−P

)2

. (301)
S, tiind că RS−P ≈ 400RP−L, iar TS−P ≈ 14TP−L, obt, inem o aproximare pentrumasa Soarelui

MS

MP

∼ 4003

142
≈ 325 000 → MS ∼ 325 000MP , (302)

de 325 000 de ori mai mare ca masa Pământului.
Similitudine Froude

Fie că vorbim despre înot sau zbor, viteza de deplasare a unui organism va depindede mărimea corpului său. Lucrul mecanic dezvoltat de organism trebuie să fie sufi-cient de mare pentru a învinge lucrul mecanic al fort, elor de rezistent, ă la înaintare.Cum lucrul mecanic dezvoltat de corp este proport, ional cu masa (deci WC ∝ L3,unde L este o lungime caracteristică), iar lucrul mecanic al fort, elor de rezistent, ă laînaintare este proport, ional cu L2 (WR ∼ ρV 2L2x, unde x este o distant, ă oarecareparcursă de corp), putem obt, ine o estimare a dependent, ei dintre viteza de deplasares, i lungimea caracteristică a organismului. Astfel
WC ∼ WR → V 2L2 ∝ L3 → V ∝

√
L, (303)
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relat, ie care arată că viteza de deplasare cres, te cu radicalul lungimii caracteristice.Această lege se cunoas, te drept legea lui Froude de echivalent, ă a vitezelor. Legeaeste valabilă pentru păsări, pes, ti s, i pentru anumite insecte care trăiesc la suprafat, aliberă (Bush & Hu, 2006).Numărul Froude se defines, te ca raport între fort, ele de inert, ie s, i fort, ele masice
Fr = ρV 2L2

ρgL3
=

V 2

gL
. (304)

Pentru unde generate la suprafat, a liberă a căror lungime de undă este mai maredecât lungimea capilară (aproximativ 3 mm), câmpul gravitat, ional va tinde să rea-ducă suprafat, a liberă la o geometrie plană. Dacă vom alege lungimea de undă cascară spat, ială caracteristică, deplasarea undelor se realizează la un număr Froudeconstant, ceea ce arată că undele cu lungimi de undă mai mari se deplasează cuviteze mai mari, o caracteristică a undelor masice (spre deosebire de undele capi-lare a căror viteză cres, te pentru lungimi de undă mai mici). Cres, terea de viteză varespecta aceeas, i lege pe care am descoperit-o anterior, V ∝
√
L, motivând astfel s, idenumirea acesteia.
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Ecuat,ii de mis, care în formă
adimensională

Variante ale ecuat, iei Navier-Stokes

Pentru a obt, ine varianta adimensională a ecuat, iei Navier-Stokes,
ρ

(
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

)
= ρg −∇p+ η∇2v, (305)

va trebui să impunem valori de referint, ă pentru necunoscute, respectiv pentru vari-abilele de care depind aceste necunoscute (patru la număr, v s, i p). Vom consideraurmătoarele valori de referint, ă, care vor impune variantele adimensionale ale necu-noscutelor, respectiv variabilelor:
v̂ =

v

V
→ v = v̂V

x̂ =
x

L
→ x = x̂L

t̂ =
t

T
→ t = t̂ T

p̂ =
p

p0
→ p = p̂ p0

∇̂ = L∇ → ∇ =
1

L
∇̂,

unde t̂ este varianta adimensională pentru variabila t - analog pentru celelaltemărimi. Vom obt, ine
ρ
V

T

∂v̂

∂t̂
+ ρ

V 2

L
(v̂ · ∇̂)v̂ = ρg − p0

L
∇̂p̂+ η

V

L2
∇̂2v̂. (306)

Regula este foarte simplă: se scot în fat, ă unităt, ile de măsură pentru fiecare termencare cont, ine cel put, in o necunoscută s, i/sau o variabilă! Vom împărt, i ecuaţia prin
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ηV/L2 s, i vom obţine
Re [St∂v̂

∂t̂
+ (v̂ · ∇̂)v̂

]
=

ReFr g

|g|
− ReEu∇̂p̂+ ∇̂2v̂, (307)

unde g/|g| indică direct, ia câmpului gravitat, ional, iar |g| = g este modulul vectoruluiaccelerat, ie gravitat, ională. Prin evaluarea acestor grupuri adimensionale se poatedecide care termeni pot fi neglijat, i atunci când se caută o aproximare a ecuat, iilorde mis, care.Un caz atipic este cel pentru care Re ≫ 1, ceea ce implică faptul că am puteaneglija fort, ele de frecare vâscoasă, caz care se reduce la o curgere a unui fluidideal (η → 0). Nu întotdeauna această simplificare a ecuat, iei de mis, care este s, irealistă. Spre exemplu, în cazul curgerilor la numere Reynolds mari în jurul unuiobiect sferic, desprinderea stratului limită este considerabil influent, ată dacă pe liniade desprindere a fluidului de suprafat, a solidă vom adăuga un simplu inel circularcu dimensiuni mult mai mici comparativ cu scara spat, ială proprie a curgerii. Cumaceastă mică modificare introduce efecte majore în curgere, în mod analog, ultimultermen al ecuat, iei de mis, care (cel pe care am decis să îl neglijăm s, tiind că ordinulsău de mărime este mult mai mic fat, ă de tot, i ceilalt, i dacă Re ≫ 1) poate introducemodificări majore predict, iilor teoretice.O variantă adimensională adaptată a ecuat, iei Navier-Stokes, pentru curgerile cuperiodicitate din sistemul circulator, implică definirea numărului Womersley, practico variantă a produsului dintre numărul Reynolds s, i numărul Strouhal,
Wo2 =

ωρL2

η
=

ρV L

η
· νL
V

= 2π ReSt → Wo =
√
2π ReSt, (308)

unde ω = 2πν reprezintă pulsat, ia (în radiani pe secundă).În unele situat, ii, scara temporală asociată fenomenului rezultă dintr-o grupare ascării spat, iale caracteristice cu valoarea de referint, ă a câmpului de viteză, T = L/V .Varianta adimensională obt, inută anterior nu diferă cu mult, în acest caz numărulStrouhal fiind egal cu unitatea, St = 1,
Re [∂v̂

∂t̂
+ (v̂ · ∇̂)v̂

]
=

ReFr g

|g|
− ReEu∇̂p̂+ ∇̂2v̂. (309)

Unele situat, ii impun o scară proprie pentru presiune, formată prin intermediulunor eforturi relevante în procesul investigat. Putem concepe patru situat, ii:
• ordin de mărime dat de presiunea dinamică, p0 ∼ ρV 2, practic Eu ∼ 1. Ecuat, ia
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obt, inută anterior va căpăta următoarea formă
Re [∂v̂

∂t̂
+ (v̂ · ∇̂)v̂

]
=

ReFr g

|g|
− Re∇̂p̂+ ∇̂2v̂. (310)

• ordin de mărime dat de presiunea hidrostatică, p0 ∼ ρgL. Ecuat, ia obt, inutăanterior va căpăta următoarea formă
Re [∂v̂

∂t̂
+ (v̂ · ∇̂)v̂

]
=

ReFr
(

g

|g|
− ∇̂p̂

)
+ ∇̂2v̂. (311)

• ordin de mărime dat de eforturile tangent, iale, p0 ∼ ηV/L. Ecuat, ia va căpătaurmătoarea formă
Re [∂v̂

∂t̂
+ (v̂ · ∇̂)v̂

]
=

ReFr g

|g|
− ∇̂p̂+ ∇̂2v̂. (312)

În cazul unor numere Reynolds mult mai mici decât unitatea (Re ≪ 1 - fort, ede inert, ie neglijabile), ecuat, ia Navier-Stokes se reduce la aproximat, ia Stokes,
∇̂p̂ = ∇̂2v̂ → ∇p = η∇2v. (313)

• ordin de mărime dat de presiunea capilară, p0 ∼ γ/L. Ecuat, ia va căpătaurmătoarea formă
Re [∂v̂

∂t̂
+ (v̂ · ∇̂)v̂

]
=

ReFr g

|g|
− ReWe∇̂p̂+ ∇̂2v̂. (314)

Înmult, ind ecuat, ia cu We/Re vom obt, ine
We [∂v̂

∂t̂
+ (v̂ · ∇̂)v̂

]
= Bo g

|g|
− ∇̂p̂+ Ca∇̂2v̂, (315)

regăsind cele trei grupuri adimensionale caracteristice fenomenelor guvernatede tensiunea superficială. Dacă scara la care se desfăs, oară fenomenul implicănumere Bo ≪ 1, se pot neglija efectele induse de câmpul gravitat, ional.
Adimensionalizarea ecuat, iei folosind presiunea capilară este atipică, de regulăaceasta fiind folosită în cazul condit, iilor la limită. Spre exemplu, la nivelul suprafet, eide separare dintre un lichid newtonian s, i aer, echilibrul de eforturi pe direcţienormală va fi

p2 − p1 − 2η n · ¯̄D · n = γ∇ · n, (316)
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unde p2 este presiunea în lichid, dar în imediata vecinătate a interfet, ei, p1 presiuneadin aer s, i ¯̄D este tensorul viteză de deformaţie specifică. Dacă vom consideraurmătoarele transformări:
p → ρV 2p̂, ¯̄D → V

L
ˆ̄̄D, ∇ → 1

L
∇̂, (317)

unde p̂,
ˆ̄̄D, ∇̂ sunt variantele adimensionale, vom găsi

We∆p̂− 2Ca n · ˆ̄̄D · n = ∇̂ · n, (318)
ecuat, ie ce reprezintă varianta adimensională a condit, iei la limită.

Transformările de scară nu trebuie să modifice ecuat, ia

Ecuat, ia Navier-Stokes este în esent, ă o ecuat, ie care descrie cum se transportă s, icum difuzează impulsul într-un fluid. Pentru a găsi transformările care lasă ecuat, ianeschimbată, va trebui să t, inem cont de faptul că accelerat, ia locală (prima derivatăa vitezei în raport cu timpul) este proport, ională cu a doua derivată a vitezei înraport cu spat, iul! Procedura de scalare va scoate în fat, ă un factor constant ridicatla o putere egală cu ordinul de derivare. În acest sens, vom propune următoareletransformări
t → s2t s, i x → sx, (319)

ceea ce implică v ∼ x

t
→ v ∼ s

s2
x

t
=⇒ v → s−1v. (320)

s, i g → s−3g. Pentru presiune vom obt, ine
p ∼

(
ρV v

t

)
/x2 ∼ s3s−1

s2s2

(
ρV v

t

)
/x2 =⇒ p → s−2p. (321)

Înlocuind în ecuat, ia Navier-Stokes vom obt, ine
ρ

(
s−1

s2
∂v

∂t
+

s−2

s
(v · ∇)v

)
= s−3ρg − s−2

s
∇p+

s−1

s2
η∇2v, (322)

Se observă faptul că ecuat, ia
ρs−3

(
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

)
= s−3ρg − s−3∇p+ s−3η∇2v, (323)
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se transformă tot în ecuat, ia Navier-Stokes,
ρ

(
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

)
= ρg −∇p+ η∇2v, (324)

ceea ce căutam de la bun început! Acest lucru se poate verifica via numărul Reynolds
Re =

ρV L

η
=

ρs−1V sL

η
= Re, (325)

ceea ce arată invariant, a grupului adimensional fat, ă de transformarea propusă, ocaracteristică intrinsecă a oricărui grup adimensional!
Ecuat, ia difuzie-advect, ie

Ecuaţia difuzie-advecţie, valabilă în cazul unui coeficient de difuzie constant areurmătoarea formă
∂c

∂t
+∇ · (cv) = D∇2c, (326)

unde c este concentrat, ia, D este coeficientul de difuzie, v este viteza. Vom aveanevoie de varianta adimensională a ecuaţiei pentru a înţelege în ce condit, ii putemneglija advecţia, respectiv difuzia. Vom presupune următoarele valori de referint, ă:
V0 valoare intrinsec legată de advecţie (curgere), L0 ca dimensiune caracteristică ageometriei, C0 şi T0 ∼ L2

0/D, o concentraţie şi un timp caracteristice procesului dedifuzie.Vom impune
c = ĉ C0,x = x̂L0, t = t̂ T0,v = v̂ V0.

Vom obţine
∂ĉ

∂t̂
+ Pe∇̂ · (ĉ v̂) = ∇̂2ĉ, unde Pe =

tdif
tadv

=
L0V0

D

este numărul lui Péclet, raportul dintre timpul caracte-ristic al difuziei, tdif ∼ L2
0/D, şi timpul caracteristic aladvecţiei, tadv ∼ L0/V0. Dacă Pe ≪ 1, difuzia dominăprocesul de transport de substant, ă, iar ecuaţia difuzie-advecţie se reduce la ecuaţia difuziei

∂ĉ

∂t̂
= ∇̂2ĉ → ∂c

∂t
= D∇2c. (327)
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Dacă Pe → ∞, procesul de difuzie nu contribuie semnificativ la transportul desubstant, ă.
Prima lege a termodinamicii într-o variantă

adimensională

Vom considera următoarea formă a ecuat, iei conservării energiei în cazul unui fluid,
ρ

(
∂e

∂t
+ v · ∇e

)
= −p(∇ · v) +∇ · (k∇T ) + Φ, (328)

unde e este energia internă specifică (pe unitatea de masă), k = αρcp este conduc-tivitatea termică, α este difuzivitatea termică, T este temperatura, iar Φ este funct, iade disipat, ie având ca origine fort, ele de frecare datorate viscozităt, ii fluidului. Funct, iade disipat, ie este proport, ională cu produsul dintre tensorul extratensiune s, i tensorulviteză de deformat, ie specifică, Φ = σijDij ∼ η(∂vi/∂xj)
2, unde σij = 2ηDij , iarnotat, ia presupune convent, ia de sumare (peste indicii care se repetă) a lui Einstein.Pentru a obt, ine varianta adimensională, putem considera următoarele transformări

x → L x̂, t → L/V t̂

v → V v̂, T → T0 T̂ ,

e → kBT0/(ρL
3) ê,

p → ρV 2 p̂, k → k0k̂.

unde k0 este o valoarea de referint, ă pentru conductivitatea termică, iar T0 este otemperatură de referint, ă. Vom obt, ine
ρkBT0V

ρL4

(
∂ê

∂t̂
+ v̂ · ∇̂ê

)
= −ρV 3

L
p̂(∇̂ · v̂) + k0T0

L2
∇̂ · (k̂∇̂T̂ ) +

ηV 2

L2
Φ̂. (329)

Putem estima kBT0 ∼ ηLD via relat, ia Stokes-Einstein, unde D este coeficientul dedifuzie. Eliminând ρV 3/L obt, inem
ηD

ρV 2L2

(
∂ê

∂t̂
+ v̂ · ∇̂ê

)
= −p̂(∇̂ · v̂) + k0T0

ρV 3L
∇̂ · (k̂∇̂T̂ ) +

η

ρV L
Φ̂. (330)

Identificăm următoarele grupuri adimensionale
1RePe

(
∂ê

∂t̂
+ v̂ · ∇̂ê

)
= −p̂(∇̂ · v̂) + k0T0

ρV 3L
∇̂ · (k̂∇̂T̂ ) +

1ReΦ̂. (331)
76



În ipoteza în care k0 = αρcp, iar căldura specifică pe unitatea de masă este deacelas, i ordin de mărime cu energia de agitat, ie termică, cpT0 ∼ kBT0/(ρL
3) ∼

ηD/(ρL2) rezultă
k0T0

ρV 3L

k0=αρcp−−−−−→ αcpT0

V 3L

cpT0∼kBT0/(ρL3)−−−−−−−−−−→
kBT0∼ηLD

1RePe αρ/η

V Lρ/η
→ 1Re2PePr . (332)

Vom obt, ine
1RePe

(
∂ê

∂t̂
+ v̂ · ∇̂ê

)
= −p̂(∇̂ · v̂) + 1Re2PePr∇̂ · (k̂∇̂T̂ ) +

1ReΦ̂. (333)

Ecuat, ia Lucas-Washburn pentru capilaritate

Un tub capilar (orice tub cu raza mai mică decât lungimea capilară, l2c = γ/ρg)este pus în contact cu suprafat, a liberă a unui lichid. La contactul dintre cele treifaze (aer, lichid s, i peretele capilarului) se va forma un menisc a cărui curbură vadetermina curgerea lichidului. Ca urmare a acestui fapt, lichidul va pătrunde înmod natural (fără intervent, ie din exterior!) în tubul dispus orizontal. Considerămun tub de rază R s, i un lichid incompresibil s, i newtonian care udă perfect pereteleacestui tub (unghi de contact nul). Ecuat, ia care descrie pozit, ia interfet, ei z(t) sepoate obt, ine plecând de la a doua lege a lui Newton. Putem scrie
d

dt

(
ρπR2zż

)
= πR2(pi − pz) + 2πRzσ, (334)

unde ρπR2z(t) este masa lichidului aflat în tub la momentul t, ż este viteza deavans a meniscului, pi este presiunea de la intrare în capilar, pz este presiuneade la nivelul meniscului, iar 2πRzσ este fort, a de frecare datorată viscozităt, ii, unde
σ = −4ηż/R este efortul tangent, ial de frecare. Presiunea de la intrare este datăde presiunea atmosferică, de presiunea hidrostatică aferentă coloanei de lichid deînălt, ime h aflată deasupra tubului capilar, din care se scade contribut, ia curgeriiprin intermediul presiunii dinamice,

pi = pat + ρgh− 1

2
ρż2. (335)

La nivelul meniscului, presiunea din imediata vecinătate a acestuia este mai micădecât presiunea atmosferică s, i este dată de ecuat, ia Young-Laplace. Putem scrie
pz = pat −

2γ

R
. (336)
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Prin înlocuire vom obt, ine
ρπR2zz̈ = 2πRγ + πR2ρgh− 8πηzż − 3

2
πR2ρż2. (337)

Ne putem as, tepta ca pe termen lung fort, ele de frecare să domine această curgere,din acest motiv vom adimensionaliza scara temporală cu timpul visco-capilar, iarpozit, ia interfet, ei cu raza tubului capilar,
t̂ =

t

tv
=

t

ηR/γ
=⇒ t → ηR

γ
t̂, respectiv z → R ẑ. (338)

Înlocuind, vom obt, ine varianta adimensională
La ẑ ˆ̈z = 2 + Bo − 8ẑ ˆ̇z − 3

2
La ˆ̇z2 (339)

unde La = ρRγ/η2 defines, te numărul Laplace, iar Bo = ρgh/(γ/R) defines, te numă-rul Bond, aici raportul dintre presiunea hidrostatică s, i presiunea capilară. Ecuat, iaobt, inută este în variantă adimensională, practic o ecuat, ie diferent, ială de grad doineliniară. Pentru fluide cu viscozitate mare La ≪ 1, ceea ce implică
ẑ ˆ̇z = (2 + Bo)/8. (340)

Dacă vom considera drept condit, ie init, ială ẑ(0) = 0, putem integra ecuat, ia diferent, ialăobt, inută anterior astfel
ẑdẑ =

2 + Bo
8

dt̂ → ẑ =

√
2 + Bo

4
t̂. (341)

În cazul unor presiuni capilare mult mai mari ca presiunea hidrostatică de la intrareaîn capilar, Bo ≪ 1, practic un capilar pus în contact cu lichidul în imediata vecinătatea suprafet, ei libere, vom obt, ine legea lui Washburn pentru capilaritate
ẑ =

√
1

2
t̂ → z =

√
Rγ

2η
t. (342)

Relat, ia obt, inută este caracteristică fenomenelor difuzive întrucât solut, ia variază cu
√
t, aici vorbind de o difuzie a efectelor datorate viscozităt, ii.
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Curgere cu suprafat,ă liberă peste un obstacol

Ce se întâmplă cu adâncimea unui curent de apă dacă acesta întâlnes, te un ob-stacol? Scade sau cres, te? Depinde! Ecuat, ia care leagă viteza curentului de fluids, i adâncimea acestuia se poate obt, ine via Bernoulli s, i continuitate. Ecuat, ia areurmătoarea formă
1

2
V 2 + gh∞

V∞

V
=

1

2
V 2
∞ + gh, (343)

unde V s, i h sunt viteza medie s, i adâncimea în sect, iunea obstacolului, iar V∞ s, i h∞sunt viteza medie s, i adâncimea în amonte de obstacol. Vom aduce această ecuat, iela o formă adimensională împărt, ind la gh∞. Vom obt, ine
1

2
Fr∞V̂ 2 +

1

V̂
=

1

2
Fr∞ + ĥ, (344)

unde Fr∞ = V 2
∞/gh∞ este numărul Froude, V̂ = V/V∞ s, i ĥ = h/h∞. Discut, iaacestei relat, ii se face căutând minimul funct, iei din membrul stâng,

f(V̂ ) =
1

2
Fr∞V̂ 2 +

1

V̂
. (345)

Condit, ia de minim va fi
df

dV̂
= 0 → Fr∞V̂ − 1

V̂ 2
= 0,

de unde obt, inem
V̂ = Fr−1/3

∞ → V = (V∞gh∞)1/3.

Dacă Fr∞ < 1 atunci Fr−1/3
∞ > 1, ceeace arată faptul că V̂ = 1, care se obt, inedacă V = V∞, se află în stânga punctuluide minim. Cum funct, ia este descrescătoare,

V̂obstacol > 1, deci Vobstacol > V∞, ceea ce aratăcă viteza cres, te, deci h < h∞, suprafat, a li-beră se apropie de obstacol. În mod similar,dacă Fr∞ > 1 suprafat, a liberă se îndepăr-tează de obstacol.
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Unde capilare sau unde masice?

În general, undele create la suprafat, a liberă nu au viat, ă lungă deoarece, fie gravitat, ia,fie tensiunea superficială act, ionează pentru a aduce suprafat, a liberă la o geometrieplană! În figura alăturată sunt reprezentate două tipuri de unde la suprafat, a liberăa apei. Care dintre cele două se dezvoltă ca urmare a impactului unei picături deapă cu suprafat, a liberă, respectiv, care rezultă în urma unui impact cu o piatră maimare?Vom pleca de la relat, ia de dispersie a undelor la suprafat, aliberă. Viteza de fază a acestor unde, considerând neglijabilăinfluent, a viscozităt, ii este
v2 = (g

k
+

γk

ρ

)
tanh (kh), (346)

unde k = 2π/λ este numărul de undă s, i h este adâncimealichidului la suprafat, a căruia undele se propagă. Vom aduceaceastă relat, ie într-o formă adimensională pentru a discuta oserie de cazuri limită care ne vor oferi o perspectivă intere-santă asupra tiparului de undă de la suprafat, a liberă. Putemîmpărt, i prin γk/ρ pentru a obt, ine
v̂2 = ( ρg

γk2
+ 1

)
tanh (k̂), (347)

unde v̂2 = v2ρ/γk s, i k̂ = kh, deja adimensional întrucât este argumentul funct, ieitangentă hiperbolică. Putem defini numărul Bond asociat undelor folosind lungimeade undă λ ca lungime caracteristică, anume
Bo =

ρgλ2

(2π)2γ
=

ρg

γk2
, (348)

unde (2π)2 a fost adăugat pentru a introduce numărul de undă. În aceste condit, ii,relat, ia obt, inută anterior devine
v̂2 = (Bo + 1) tanh (k̂). (349)

Discut, ia relat, iei se face în funct, ie de cele două grupuri adimensionale, Bo s, i k̂.

80



Dacă Bo ≫ 1 fort, ele masice domină în detrimentul fort, elor de tensiune superficială(unde masice). Dacă k̂ ≫ 1, adică h ≫ λ (ape adânci), tanh (k̂) ≈ 1, deci
v̂2 ≈ Bo → v =√g

k
=

√
gλ

2π
, (350)

ceea ce arată că undele mai lungi se deplasează cu viteze mai mari!Dacă k̂ ≪ 1, adică h ≪ λ (ape de mică adâncime), tanh (k̂) ≈ k̂ (vezi dezvoltareaîn serie Taylor), rezultă v̂2 ≈ k̂Bo → v =√gh, (351)
deci unde care se deplasează cu viteză constantă indiferent de lungimea de undă(unde non-dispersive).Dacă Bo ≪ 1 fort, ele de tensiune superficială domină în detrimentul fort, elormasice (unde capilare). Dacă k̂ ≫ 1, adică h ≫ λ (ape adânci), tanh (k̂) ≈ 1, deci

v̂2 ≈ 1 → v =√γk

ρ
=

√
2πγ

ρλ
, (352)

ceea ce arată că undele mai lungi se deplasează cu viteze mai mici!Dacă k̂ ≪ 1, adică h ≪ λ (ape de mică adâncime), tanh (k̂) ≈ k̂, rezultă
v̂2 ≈ k̂ → v =√γk2h

ρ
. (353)

În consecint, ă, primul tipar din figură este asociat undelor capilare, iar cel de-aldoilea undelor masice!
O variantă adimensională a ecuat, iei lui Bernoulli

Ecuat, ia lui Bernoulli reprezintă una dintre cele mai importante ecuat, ii din mecanicafluidelor, în principal deoarece prin intermediul acesteia se înt, elege de ce la oîngustare a sect, iunii de curgere (acolo unde, în condit, iile unui debit constant, vitezacres, te) presiunea scade! De regulă, ecuat, ia se scrie sub forma unei sume a treipresiuni,
ρV 2

2
+ p+ ρgz = const. (354)

Putem obt, ine varianta adimensională relativ us, or împărt, ind la ρV 2. Vom obt, ine
1

2
+

p

ρV 2
+

ρgz

ρV 2
= const. (355)
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Constanta, des, i se modifică în valoare, tot constantă rămâne. Identificăm douăgrupuri adimensionale cunoscute, Euler s, i Froude,
1

2
+ Eu +

1Fr = const. → Fr(1 + 2Eu) + 2 = const. (356)
Dacă se iau în considerare s, i pierderile de presiune datorate frecărilor fluid-solid, respectiv fluid-fluid, într-o curgere laminară, relat, ia lui Bernoulli pentru untub de curent se poate scrie astfel

α1
ρV 2

1

2
+ p1 + ρgz1 = α2

ρV 2
2

2
+ p2 + ρgz2 + f

L

D

ρV 2
2

2
, (357)

unde L este lungimea tubului de curent, iar D este diametrul. Pentru o curgerelaminară, α1,2 = 2 s, i f = 64/Re, unde Re = ρV D/η. Să presupunem că tubul decurent nu variază în sect, iune, deci V1 = V2 = V . Vom împărt, i prin ρV 2 s, i vom obt, ine
Eu1 +

1Fr1 = Eu2 +
1Fr2 +

32Re L

D
. (358)

Dacă între cele două sect, iuni nu există o diferent, ă de nivel s, i dacă vom defini unnumăr Euler pornind de la diferent, a de presiune, Eu = ∆p/ρV 2 atunci
EuRe = 32

L

D
, (359)

care, de fapt, reprezintă relat, ia Hagen-Poiseuille, întrucât
∆p

ρV 2
=

32η

ρV D

L

D
→ V =

∆pD2

32ηL

×(πD2/4)−−−−−→ Q =
∆pπD4

128ηL
, (360)

relat, ie valabilă pentru Re < 2300.Varianta adimensională este o formă atipică a relat, iei Hagen-Poiseuille, darsurprinzătoare s, i captivantă prin capacitatea de a genera o corespondent, ă întreconcepte s, i fenomene aparent distincte.
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Sisteme atipice de unităt,i
fundamentale

Sistemul de unităt, i Ohnesorge

Sistemul Ohnesorge este un sistem de unităt, i bazat pe trei proprietăt, i de materialale fluidelor: densitate, viscozitate s, i tensiune superficială - v. Fardin et al. (2022).Putem exemplifica pentru răspândirea unei picături cu diametrul D pe un sub-strat solid hidrofil. De regulă, frontul fluid avansează radial respectând o lege detip putere,
d ∝ ta, (361)

unde d este diametrul cercului format de contactul dintre lichid s, i substrat.Putem intui forma legii de tip putere (practic, puterea la care se ridică t) prinanaliză dimensională. Se pot defini trei seturi de unităt, i impuse de dominant, arelativă a celor trei eforturi caracteristice (inert, iale, vâscoase s, i capilare):
• unităt, i vâsco-inert, iale (η, ρ,D), în care vom considera doar viscozitatea s, i den-sitatea fluidului. Cum raportul η/ρ defines, te viscozitatea cinematică, practicun coeficient de difuzie a impulsului, putem scrie

η

ρ
→ L2

T
→ d2

t
=⇒ d ∝

(
η

ρ

)1/2

t1/2. (362)
Dacă vom considera viteza caracteristică dată de raportul d/t, rezultă un grupadimensional caracteristic sub forma numărului Reynolds, Re = ρ(d/t)d/η;

• unităt, i vâsco-capilare (η, γ,D), în care vom considera doar viscozitatea s, itensiunea superficială a fluidului. Cum γ/η reprezintă viteza capilară, putemscrie
γ

η
→ L

T
→ d

t
=⇒ d ∝ γ

η
t. (363)

În acest caz grupul adimensional caracteristic este numărul capilarităt, ii,
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Ca = η(d/t)/γ;
• unităt, i inert, ial-capilare (ρ, γ,D), în care vom considera doar densitatea s, itensiunea superficială a fluidului. În cazul de fat, ă raportul celor două măriminu descrie o mărime fizică cunoscută, dar ne va ajuta să descoperim legea detip putere. Putem scrie

γ

ρ
→ L3

T 2
→ d3

t2
=⇒ d ∝

(
γ

ρ

)1/3

t2/3, (364)
din care va rezulta grupul adimensional Weber, We = ρ(d/t)2d/γ.

Până acum am folosit câte două dintre cele trei proprietăt, i de material. SistemulOhnesorge include toate cele trei proprietăt, i de material, dar s, i scara spat, ialăcaracteristică, dată în acest caz de condit, ia la limită impusă de diametrul picăturii,
Oh =

η√
ργD

. (365)
Sistemul Ohnesorge redefines, te cele trei mărimi de bază ale sistemul de unităt, ide măsură (masă, lungime s, i timp) pornind de la cele trei proprietăt, i de material(ρ, η, γ). Relat, ia funct, ională va include

(ρ, η, γ,mOh, lOh, tOh) (366)
Prin calcul vom găsi

Π1 = ρaηbγc mOh → Π1 =
γ3ρ2mOh

η6
→ mOh = η6

γ3ρ2
, (367)

Π2 = ρaηbγc lOh → Π2 =
γρ lOh
η2

→ lOh = η2

γρ
, (368)

Π3 = ρaηbγc tOh → Π3 =
γ2ρ tOh
η3

→ tOh = η3

γ2ρ
. (369)

Plecând de la acest sistem, putem defini o serie de mărimi fizice intrinsecifluidelor, independente de cinematică sau de condit, iile la limită. Spre exemplu:
• viteza Ohnesorge, care se poate obt, ine împărt, ind lungimea Ohnesorge la tim-pul Ohnesorge,

VOh = lOh
tOh =

γ

η
, (370)

relat, ie care defines, te viteza capilară;
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• accelerat, ia Ohnesorge, care se poate obt, ine împărt, ind viteza Ohnesorge latimpul Ohnesorge,
aOh = VOh

tOh =
γ3ρ

η4
; (371)

• fort, a Ohnesorge, s, tiind că [F ] = kg · m · s−2 (MLT−2),
FOh = mOhlOht−2Oh → FOh = η2

ρ
, (372)

relat, ie pe care am obt, inut-o anterior s, i care descrie fort, a cu care se poateact, iona asupra unui corp pentru a-l deplasa printr-un fluid la numere Reynoldsunitare (acelas, i ordin de mărime pentru fort, ele de inert, ie s, i fort, ele de frecarevâscoasă);
• efortul Ohnesorge, care se poate obt, ine împărt, ind fort, a Ohnesorge la ariaOhnesorge,

σOh = FOh
l2Oh =

γ2ρ

η2
=

γ2

FOh ; (373)
• energia Ohnesorge, care se poate obt, ine înmult, ind fort, a Ohnesorge cu lungi-mea Ohnesorge,

EOh = FOhlOh = η4

γρ2
; (374)

• puterea Ohnesorge, care se poate obt, ine împărt, ind energia Ohnesorge la tim-pul Ohnesorge,
POh = EOh

tOh =
ηγ

ρ
. (375)

Sistemul de unităt, i Ohnesorge este util pentru a cerceta, dintr-o perspectivăpur intrinsecă, dar unificatoare, fenomene interfaciale diferite precum răspândirea,desprinderea s, i coalescent, a picăturilor.
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Un sistem de unităt, i bazat pe lungimea capilară

Putem defini (imaginat, ia ne permite!) un nou sistem de unităt, i plecând de la con-ceptul de lungime capilară. Vom considera egal importante, în desfăs, urarea unui fe-nomen fizic, atât fort, ele masice, cât s, i fort, ele de tensiune superficială. În consecint, ă,
Bo ∼ 1 → ρgL2

γ
∼ 1 → L ∼ lc =

√
γ

ρg
. (376)

Relat, ia obt, inută defines, te lungimea capilară, în acest caz va reprezenta s, i scaraspat, ială caracteristică.Se caută o scară temporală care să includă, pe lângă proprietăt, ile de material,s, i accelerat, ia gravitat, ională. Dacă vom considera ca punct de plecare timpul vâscos,înlocuind scara spat, ială cu lungimea capilară vom obt, ine
t ∼ ηL

γ

L=lc−−−→ tc ∼
η

√
γρg

, (377)
o scară temporală care include toate cele trei proprietăt, i de material s, i accelerat, iagravitat, ională!Procedura va trebui să includă s, i o redefinire a masei astfel încât să putemînchide sistemul de unităt, i. Vom considera produsul dintre densitate s, i lungimeacapilară la puterea a treia,

mc ∼ ρl3c =

√
γ3

ρg3
. (378)

Noul sistem de unităt, i (M,L, T ) va fi format din
(mc, lc, tc) →

(√
γ3

ρg3
,

√
γ

ρg
,

√
η2

γρg

)
. (379)

Un aspect surprinzător este conexiunea cu sistemul de unităt, i Ohnesorge. Înacest nou sistem, viteza caracteristică va fi
Vc =

lc
tc

=
γ

η
= VOh, (380)

practic viteza capilară sau viteza Ohnesorge obt, inută anterior în sistemul Ohne-sorge. Accelerat, ia se poate obt, ine prin raportul lc/t2c , ceea ce va implica
ac =

lc
t2c

=
√
g aOh, (381)

media geometrică dintre accelerat, ia gravitat, ională s, i accelerat, ia Ohnesorge!
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Fort, a se redefines, te conform relat, iei
Fc = mac =

√
γ3

ρg2
aOh, (382)

iar efortul caracteristic unui astfel de sistem va fi
σc =

Fc

l2c
=

γ2ρ

η2
= σOh. (383)

De remarcat faptul că în acest sistem de unităt, i, relat, ia ce va redefini efortul esteidentică cu cea obt, inută în cazul sistemului Ohnesorge!Pentru apă, la temperatura de 20oC s, i presiunea de 1 atm, pentru care cunoas, tem
ρ = 998 kg/m3, γ = 72 mN/m, η = 1 mPa·s, vom găsi următoarele valori caracteris-tice: mc = 0.63 mg, lc = 2.71 mm, tc = 37.66 µs, Vc = 72 m/s, σc = 5.17 MPa.
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Alometrie s, i alte legi de scară1
O relat, ie de tipul

f = aM c, (384)
în care M este masa, iar f o altă caracteristică a unui organism (viteza de deplasare,lungimea brat, elor, rata de metabolism etc.), defines, te o relat, ie alometrică. Relat, iaface parte din legile de tip putere, legi extrem de importante pentru analiza descară. Motivul? Sunt scalabile s, i păstrează tendint, a de la o scară la alta! Să luămun exemplu. Fie

f(x) = axc, (385)
unde a s, i c sunt constante. Vom modifica scara variabilei x cu un factor constant
α. Vom observa faptul că funct, ia nu se modifică, cu except, ia unui factor de scalarecare depinde de puterea la care se ridică x,

f(αx) = a(αx)c = αcaxc → f(αx) = αcf(x). (386)
Derivata acestei relat, ii în raport cu factorul de scară ne va spune s, i mai multe.Pentru membrul stâng vom obt, ine

d

dα
(f(αx)) =

df(αx)

d(αx)

d(αx)

dα
= x

df(αx)

d(αx)
, (387)

iar pentru membrul drept
d

dα
(αcf(x)) = cαc−1f(x). (388)

S, tiind că
f(αx) = αcf(x) → f(x) =

f(αx)

αc
, (389)

vom obt, ine
αx

df(αx)

d(αx)
= cf(αx) (390)

sau, dacă notăm X = αx s, i integrăm,
X
df(X)

dX
= cf(X) → df(X)

f(X)
= c

dX

X
→ f(X) = aXc, (391)

care este de fapt funct, ia putere de la care am plecat!
1Acest subcapitol nu apare în Cuprins. Este un cadou ascuns pentru cei care au ajuns până aicis, i încă mai vor, cum este cazul Ioanei Răsuceanu s, i al Victoriei Plopeanu, cărora le mult, umesc pentrurecenzie, corectură s, i sprijin.
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Totus, i, relat, ia de tip putere nu pare pe deplin justificată din punct de vederefizic. Putem mai bine! Să presupunem că rata de cres, tere a unui sistem (spreexemplu un grup de celule) este proport, ională cu numărul de elemente existent laacel moment de timp (Gunther, 1975), deci
dS1

dt
= c1 S1 → lnS1 = c1t+ lnA1, (392)

A1 fiind o constantă de integrare. Considerând un alt sistem, care cres, te în acelas, itimp cu primul - spre exemplu, un alt organ aflat în competit, ie pentru resurse, vezi((Klingenberg & Frederik Nijhout 1998) - s, i o lege de cres, tere similară, vom găsi
dS2

dt
= c2 S2 → lnS2 = c2t+ lnA2. (393)

Eliminând timpul t din cele două relat, ii, vom obt, ine
lnS1 − lnA1

c1
=

lnS2 − lnA2

c2
→
(
S1

A1

)c2

=

(
S2

A2

)c1

. (394)
Dacă vom nota c1/c2 = c s, i A1/A

c1/c2
2 = a, vom obt, ine

S1 =
A1

A
c1/c2
2

S
c1/c2
2 → S1 = aSc

2, (395)
care este o lege de tip putere, pe care am obt, inut-o plecând de la considerentefizice. Un alt exemplu de rat, ionament prin similitudine care conduce la o lege descară vine din biologie. Între două obiecte, corpuri sau sisteme diferite ca mărime,se pot obt, ine următoarele legi de scară prin similitudine geometrică

L1

L2

= λ,
A1

A2

= λ2,
V1

V2

= λ3, (396)
unde L,A,V reprezintă lungime, arie s, i volum, λ fiind un factor de scară. Nuîntotdeauna cele trei direct, ii spat, iale cresc (sau scad) cu acelas, i factor de scară(vezi/caută similitudine afină!). Căutăm o relat, ie care să descrie cum cres, te îndiametru traheea, D, cu masa organismelor M din regnul animal. Pentru animalegeometric similare

D1

D2

= λ,
M1

M2

= λ3, (397)
unde vom presupune că densitatea este o constantă. Eliminând λ vom obt, ine

D1

M
1/3
1

=
D2

M
1/3
2

→ D

M0,33
= const. → D ∝ M0,33. (398)
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Prin regresia datelor experimentale se obt, ine un exponent aproximativ egal cu 0, 39(Tenney & Bartlett Jr., 1967), o valoare apropiată de predict, ia teoretică!Cum variază cu greutatea proprie fort, a dezvoltată de un om, fort, ă necesară pentrua ridica o greutate de la sol? Se cunoas, te faptul că fort, a dezvoltată de mus, chi esteproport, ională cu aria sect, iunii transversale. Considerând cres, terea un proces ce sedesfăs, oară proport, ional pe cele trei axe, iar fort, a totală un efect cumulativ, putemintui că F ∝ L2, unde L este o lungime caracteristică a organismului. Cum greutateaeste proport, ională cu lungimea caracteristică la puterea a treia, G ∼ L3, vom obt, ine
F ∼ G2/3. Halterofilii cunosc bine această lege.Dar să presupunem că exemplele anterioare nu sunt suficient de convingătoare.Mai încercăm unul! Ce relat, ie există între înălt, imea maximă pe care o poate atingeun organism în timpul unui salt s, i masa acestuia? Energia necesară pentru a atingeînălt, imea H este

Esalt ∼ MgH, (399)
energie potent, ială gravitat, ională! Energia necesară saltului este dezvoltată demus, chi. Presupunem (s, i nu suntem departe de adevăr) că mus, chii alcătuiesc doar oparte din masa organismului, Mm = βM , β < 1, unde Mm denotă masa mus, chilor.Totodată, presupunem că densitatea de energie (energie per kilogram de t, esut)ce caracterizează mus, chii este aceeas, i, e = const., indiferent de t, esutul muscularconsiderat. În consecint, ă

Em ∼ Mme ∼ βMe. (400)
Comparând energia necesară saltului (Esalt) cu energia dezvoltată de mus, chi(Em) vom obt, ine

Esalt ∼ Em → MgH ∼ βMe → H ∝ 1, (401)
în ipoteza în care β s, i e nu variază considerabil în regnul animal. Rezultatul aratăcă înălt, imea maximă pe care o poate atinge un animal prin salt nu depinde demasa acestuia, un rezultat (put, in spus) contraintuitiv! Dar să vedem ce spun datele.Un purice (M ∼ 10−3 g) atinge o înălt, ime de 20 cm. Un om (M ∼ 105 g) atingeo înălt, ime de 60 cm. Pare totus, i că ar depinde de masa organismului, dar dacăprivim cu atent, ie observăm că variat, ia de înălt, ime se desfăs, oară pe un singur ordinde mărime (de la 20 cm la 60 cm) în timp ce variat, ia de masă se desfăs, oară pe 8
ordine de mărime (de la 10−3 g la 105)! Practic, înălt, imea maximă atinsă prin saltnu depinde de masă!Lăsând în spate acest interludiu matematic, să vedem raza de act, iune a legilorde tip putere printr-o select, ie cât mai variată:
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• legea lui Kleiber, care leagă rata de metabolism bazal de masă (West et al.,1997),
B ∝ M3/4, (402)

• rata de metabolism bazal în cazul creierului - la oameni, v. He & Zhang (2004),
Bcreier ∝ M

3/4
creier, (403)

• viteză optimă de deplasare prin aer
V ∝ M1/6, (404)

• legea lui Zipf, care descrie frecvent, a de aparit, ie a unui cuvânt într-un text, cu
r rangul cuvântului, α ∼ 1 - v. Thurner et al. (2015)

ν(r) ∝ r−α (405)
• locomot, ie acvatică, Sw - swimming number - v. Gazzola et al. (2014)

Re ∼ Sw4/3, respectiv Re ∼ Sw, dacă Re > 103, (406)
sau St ∼ Re−1/4, respectiv St ∼ 0, 3, dacă Sw > 104, (407)

• înălt, imea atinsă în salt de animalele acvatice; H înălt, ime, L lungime carac-teristică - v. Chang et al. (2019)
H

L
∼ Fr2, (408)

• metode prin care animalele beau apă; aspirat, ie inert, ială - v. Kim & Bush(2012) Re ∼ Bo1/2, (409)
La final, nu pot decât să sper că exemplele anterioare sunt suficient de grăitoarepentru a ispiti cititorul în sensul de a explora s, i alte legi de tip putere prin careNatura a ales să funct, ioneze, unele încă as, teptând să fie descoperite.
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Index - grupuri adimensionale

Ar - Arhimede - pag. 27At - Atwood - pag. 28Bm - Bingham - pag. 28Bo - Bond - pag. 26, 27, 39, 65,73, 78, 80, 81, 86, 91C - Courant - pag. 25Ca - nr. capilarităt, ii - pag. 27,40, 48, 73, 74, 83, 84Dn - Dean - pag. 28De - Deborah - pag. 39Ec - nr. elastocapilarităt, ii -pag. 40El - nr. elasticităt, ii - pag. 39Ek - Ekman - pag. 28Eu - Euler - pag. 26, 72, 82Fr - Froude - pag. 26, 28, 70, 72,73, 79, 82, 91Gr - Grashof - pag. 41, 42La - Laplace - pag. 27, 78Ma - Mach - pag. 38
Ma - Marangoni - pag. 48, 49Mo - Morton - pag. 28Nu - Nusselt - pag. 41

Oh - Ohnesorge - pag. 27, 44,
50, 84, 85
Pe - Péclet - pag. 75, 76, 77
Pr - Prandtl - pag. 41, 42, 77
Ra - Rayleigh - pag. 42
Ri - Richardson - pag. 42
Re - Reynolds - pag. 9, 10, 12, 25,26, 27, 28, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 37,39, 42, 43, 44, 47, 51, 52, 53, 54, 59,63, 64, 72, 73, 75, 76, 77, 82, 83, 91
Ro - Rossby - pag. 28
Sc - Schmidt - pag. 59
St - Strouhal - pag. 26, 35, 72, 91
Ta - Taylor - pag. 28
Tr - Trouton - pag. 29
We - Weber - pag. 16, 17, 18, 27,28, 40, 43, 44, 47, 73, 74, 84
Wi - Wissenberg - pag. 39, 40
Wo - Womersley - pag. 72

Numărul de aparit, ii pentru grupul adi-mensional Reynolds justifică s, i titlul sub-capitolului dedicat.

92



Tabela grupurilor adimensionale

c - viteza sunetului
cp - căldură specifică (p = ct.)
d, 2R - diametru
g - accelerat, ie gravitat, ională
h - coeficient de transfer termic
k - conductivitate termică
L - lungime caracteristică
p - presiune
to - timp de observat, ie
∆T - diferent, ă de temperatură
V - viteză

α - difuzivitate termică
γ - tensiune superficială
D - coeficient de difuzie
η - viscozitate
ηE - viscozitate extensională
ν - frecvent, ă
ρ - densitate
σ0 - prag de curgere (Pa)
τ - timp de relaxare
ω - pulsat, ie
Ω - viteză unghiulară

Arhimede Ar = ρ(ρc − ρ)gL3

η2
fort, e masice/rezistent, ă la Re ∼ 1

Atwood At = ρ1 − ρ2
ρ1 + ρ2

diferent, ă de densitate/sumă
Bingham Bm =

σ0L

ηV
prag de curgere/eforturi tangent, iale

Bond Bo =
∆ρgL2

γ
fort, e masice/tensiune superficială

Courant C =
V∆t

∆x
viteză curgere/viteză discretizare
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Nr.capilarităt, ii Ca =
ηV

γ
frecare/tensiune superficială

Dean Dn = Re( d

2R

)1/2 inert, ie/frecare - geometrie curbă
Deborah De =

τ

to
timp relaxare/timp observat, ie

Elastocapilaritate Ec =
τγ

ηL elastocapilaritate/frecare
Elasticitate El = τη

ρL2 elasticitate+frecare/inert, ie
Ekman Ek =

η

2ρL2Ω sinϕ frecare/fort, e Coriolis
Euler Eu =

p

ρV 2 fort, e presiune/inert, ie
Froude Fr = V 2

gL
inert, ie/fort, e masice

Grashof Gr = ρgL3(β∆T )

η2/ρ
convect, ie/rezistent, ă la Re ∼ 1

Laplace La =
ρLγ

η2
inert, ie+capilaritate/frecare

Mach Ma =
V

c
viteză/viteza sunetului

Morton Mo =
We3

FrRe4
f(We, Fr, Re)

Nusselt Nu =
hL

k
convect, ie+conduct, ie/conduct, ie
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Ohnesorge Oh =
η√
ργL frecare/inert, ie+capilaritate

Pèclet Pe =
LV

D advect, ie/difuzie
Prandtl Pr = ηcp

k difuzie impuls/difuzie termică
Rayleigh Pr = Gr Pr timp difuzie/timp convect, ie
Richardson Ri = GrRe2 convect, ie liberă/convect, ie fort, ată
Reynolds Re =

ρV L

η
inert, ie/frecare

Rossby Ro =
V

2LΩ sinϕ
inert, ie/fort, e Coriolis

Schmidt Sc =
ρD
η

difuzie moleculară/difuzie impuls
Strouhal Sc =

νL

V
fort, e nestat, ionare/inert, ie

Taylor Ta =
ρΩ2R1(R2 −R1)

3

η
inert, ie/frecare - rotat, ie

Trouton Tr = ηE
η extensie/forfecare

Weber We =
ρV 2L

γ
inert, ie/tensiune superficială

Weissenberg Wi = τV

L
fort, e nestat, ionare/inert, ie

Womersley Wo = L

√
ωρ

η
f(Re, St)
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